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人 类 自从 会 用 绳子 ,就 会 打 绳 结 . 我 们 的 祖先 在 史前 时 代用 
强 结 来 记事 《周易 ?中 就 有 “上 古 结 绳 而 治 ?的 记载 . 南美 洲 印 第 
安 人 的 印加 帝国 ,在 西班牙 人 入 侵 之 前 曾 创造 了 灿烂 的 古代 文 
明 , 但 始终 没有 文字 . 博物 馆 里 保存 着 “ 基 普 ”一 一 印加 人 用 来 进 
行 统计 和 记事 的 系 着 各 种 结 的 彩色 绳子 , 却 没有 人 说 得 清 这 些 
结 原来 代表 的 意思 ,印加 帝国 的 历史 就 成 了 一 连 串 的 谜 . 这 是 结 
绳 记事 的 最 突出 的 例子 . 

打 结 也 曾 是 一 种 重要 的 实用 技能 ,因此 早 就 有 专门 著作 来 
研究 . 外 国 的 《 强 结 大 全 ) 之 类 的 书 ,主要 是 总 结 海员 们 的 经 验 ， 
在 什么 场合 下 该 用 什么 结 、 不 该 用 什么 结 . 也 有 的 书 总 结 魔术 师 
的 经 验 . 在 我 国 , 货 运 工人 ,卡车 司机 、 号 车 把 式 对 强 结 都 有 直 富 
的 实践 经 验 . 

扳 开 绳 结 的 用 途 , 手 法 ,绳子 的 质料 ,长短 粗细 等 因素 ,各 
种 结 在 几何 形状 上 有 没有 本 质 的 差异 呢 ? 为 识别 不 同 的 结 ,必须 
先 把 结 “ 封 起 来 ”, 把 打 好 结 的 绳子 的 两 端 抢 合 在 一 起 ,成 为 没有 
端点 的 图 . 书后 的 附 表 就 展示 了 许多 有 结 的 绳 圈 , 彼 此 之 间 不 能 
通过 连续 变形 互相 转化 ,除非 剪断 后 重 接 . 几 个 绳 转 还 可 以 彼此 
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套 住 不 能 分 离 ,这 种 现象 叫做 连环 . 绳 圈 的 打 结 与 连环 现象 在 生 
活 中 到 处 可 见 ,链条 、 挂 锁 .许多 装饰 图 案 . 小 孩 玩 的 绳 图 翻 花 游 
戏 ,等 等 . 绳 圈 也 可 用 作 许 多 自然 现象 的 模型 ,例如 生物 化 学 中 
环 状 DNA 分 子 就 可 以 打 结 . 

虽然 人 类 认识 与 利用 强 圈 已 经 如 此 悠久 ,对 强 圈 进行 理论 
研究 的 历史 却 不 长 ,起 因 还 得 归功 于 物理 学 . 1867 年 ,英国 物理 
学 家 开尔文 勋 狠 (Lord Kelvin) 提 出 一 种 原子 模型 ,认为 原子 是 
“以 太 ” 中 的 涡 轿 . 当时 人 们 相信 宇宙 中 充斥 着 一 种 介质 叫 “ 以 
太 ”(ether) ,万 物 都 是 “以 太 ” 的 表现 形式 . 涡 圈 就 像 是 抽 香 烟 的 
人 精心 吐出 的 环 状 烟 图 , 涡 旋 的 轴 心 线 是 一 个 圈 , 圈 的 形状 可 以 
改变 ,可 以 维持 相当 时 间 不 散 . 开尔文 设想 , 涡 图 的 轴 心 线 可 以 
打 结 ,不 同 的 结 代表 不 同 的 化 学 元 素 . 这 个 学 说 促使 一 批 热心 的 
物理 学 家 去 研究 绳 图 的 打 结 现象 . 像 任何 一 门 学 科 一 样 , 基 础 性 
的 工作 是 收集 、 总 结 经 验资 料 . 经 过 英国 人 泰 特 (Tait) 等 人 不 懈 
的 努力 ,第 一 张 纽 结 表 在 1899 年 问世 . 在 编 表 的 过 程 中 他 们 还 
提出 了 许多 经 验 规 律 . 

数学 上 的 纽 结 理论 ,是 本 世纪 以 来 作为 拓扑 学 的 一 个 重要 
部 分 而 发 展 起 来 的 . 拓扑 学 是 研究 几何 图 形 的 连续 变形 的 学 科 ， 
纽 结 理论 研究 绳 圈 ( 或 多 个 绳 图) 在 连续 变形 下 保持 不 变 的 特 
性 . 由 于 纽 结 与 链 环 既 直 观 又 奥妙 , 纽 结 理论 成 了 拓扑 学 中 引 人 
入 胜 的 一 支 , 它 在 数学 中 的 重要 性 也 日 渐 上 升 . 

1984 年 ,新 西 兰 数学 家 琼斯 (Jones ) 在 研究 算 子 代数 时 发 
现 了 一 个 新 的 纽 结 不 变量 一 一 琼斯 多 项 式 . 这 有 如 一 声 春雷 ,使 
纽 结 理论 成 为 世界 数学 界 注意 的 焦点 之 一 ,引发 了 一 连 串 的 重 
要 进展 ,开辟 了 与 许多 别 的 数学 分 支 的 联系 渠道 . 琼斯 因此 在 
1990 年 的 世界 数学 家 大 会 上 荣获 菲 尔 效 奖 , 这 个 四 年 一 度 的 奖 
有 诺 贝 尔 奖 那样 的 声誉 ( 诺 贝 尔 奖 中 没有 数学 奖 ). 尤其 令 人 惊 
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异 的 是 ,人 们 已 为 琼斯 多 项 式 找到 一 种 不 需要 什么 准备 知识 的 
初等 讲法 ,并 且 用 来 证 明了 泰 特等 人 提出 的 一 些 经 验 规律 . 这 就 
是 说 ,作为 事后 诸葛 亮 , 我 们 发 现 这 块 瑰宝 原来 埋藏 并 不 深 ,不 
知 为 什么 先贤 们 竞 错过 了 它 ， 

我 们 将 在 第 一 章 介 绍 关于 纽 结 与 链 环 的 基本 概念 ,然后 在 
第 二 章 用 上 面 提 到 的 初等 讲法 来 介绍 琼斯 多 项 式 ,并 在 第 三 章 
用 它 来 证 明 泰 特 关 于 交错 纽 结 的 猜测 . 这 是 本 书 的 一 条 主线 ,可 
以 叫做 绳 图 的 拓扑 学 . 

本 书 的 另 一 条 主线 是 强 图 的 几何 学 ,讨论 与 强 圈 的 具体 形 
状 有 关 的 几何 量 ,诸如 弯曲 .扭转 、 缠 绕 等 . 这 些 几何 量 在 绳 图 作 
连续 变形 时 是 要 发 生 改 变 的 ,其 变化 却 又 受到 绳 圈 的 拓扑 不 变 
量 的 制约 . 

先 把 绳子 看 成 是 没有 粗细 的 ,研究 绳 图 的 弯曲 . 它 的 总 弯曲 
角度 至 少 是 2x, 如 果 绳 圈 打 了 结 的 话 它 的 总 弯曲 角度 就 一 定 超 
过 4x. 这 是 第 四 章 的 话题 . 

一 条 有 粗细 的 绳子 除了 可 以 弯曲 之 外 还 可 以 被 扭转 (例如 
用 手 搓 绳 子 ). 经 验 告诉 我 们 , 搓 扭 以 后 一 放松 ,绳子 往往 绞 缠 起 
来 . 在 第 五 章 我 们 将 建立 一 个 数学 模型 以 揭示 扭转 与 绞 缠 这 两 
者 之 间 的 互相 补偿 的 关系 . 所 得 到 的 怀特 CWhite) 公 式 ,诞生 于 
1969 年 ,竟然 立即 对 于 分 子 生物 学 中 遗传 物质 DNA 的 研究 , 产 
生 了 重要 的 影响 . 我 们 将 在 第 六 章 中 简单 介绍 这 种 应 用 . 

弯曲 扭转、 缠绕 等 几何 量 ,本 来 是 对 光滑 曲线 来 讨论 的 ,要 
用 微 积 分 来 定义 ,属于 微分 几何 学 的 研究 范围 , 我 们 改 而 讨论 折 
线 . 这 不 但 使 这 些 几何 量 的 含义 变 得 直观 易 懂 ,而 且 在 许多 应 用 
中 (例如 DNA) 折 线 比 光滑 曲线 更 接近 实际 . 第 五 章 中 提出 并 证 
明 的 怀特 公式 的 折线 形式 ,是 数学 文献 中 所 未 见 的 ,为 本 书 的 首 
创 . 
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本 书 是 为 具有 高 中 数学 基础 的 数学 爱好 者 写 的 ,也 是 为 需 
要 了 解 有 关 强 圈 的 数学 知识 的 科学 工作 者 写 的 . 因此 我 们 尽量 
避免 高 等 数学 的 知识 ,采取 初等 的 讲法 . 我 们 要 求 于 读者 的 ,只 
是 探索 钻研 精神 ,理性 的 思维 ,以 及 对 于 立体 图 形 的 观察 力 . 为 
了 激励 读者 进行 独立 思考 ,我 们 附 了 一 些 习 题 ,许多 是 为 加 深 对 
概念 和 方法 的 理解 而 设 , 有 的 则 是 对 读者 能 力 的 真正 挑战 . 

各 章 之 间 的 逻辑 关系 见 下 图 . 读者 可 以 先 看 看 每 章 的 引言 ， 
然后 根据 自己 的 兴趣 和 需要 来 选读 . 书 末 还 推荐 了 一 些 进一步 
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第 一 章 ” 纽 结 与 链 环 的 基本 概念 


这 一 章 要 从 具体 的 绳 圈 提 炼 出 有 关 的 数学 概念 和 数学 问 
题 , 以 明确 我 们 要 研究 的 对 象 和 内 容 . 最 后 一 节 $ 5 的 内 容 ,并 
不 全 是 以 后 各 章 要 用 到 的 ,目的 是 帮助 读者 体会 纽 结 理论 的 丰 
富 多 采 . 


§1 什么 是 纽 结 ,什么 是 链 环 


绳子 打 结 , 人 人 都 会 . 拥 东 西 , 系 鞋 带 , 颖 衣服 , 织 毛衣 ,以 至 
变 戏 法 ,不 同 的 场合 用 不 同 的 结 . 可 是 结 的 异同 怎样 描述 ,怎样 
研究 ? 1 

下 图 是 两 个 强 结 . 做 两 个 实物 模型 把 玩 一 番 ,你 就 会 相信 这 
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两 个 结 是 不 同 的 . 除非 把 绳 头 抽 回 重 穿 , 你 没 法 把 左边 那个 结 变 
“5D. 


成 右边 那个 .绳子 的 粗细 ,长短 、 曲 直 、 软 硬 都 不 是 我 们 所 注意 
的 ,都 允许 改变 ,我 们 注意 的 是 那个 结 . 绳 头 不 许 抽 回 重 穿 ,这 一 
点 至 关 重要 ,因为 如 果 允 许 绳 端 自由 穿插 ,那么 所 有 的 结 都 能 经 


过 连续 变形 最 后 解 开 成 一 段 直 的 绳子 . 可 是 这 条 关键 性 的 规则 
却 找 不 到 确切 的 数学 语言 来 描述 . 于 是 我 们 索性 添加 一 条 规定 : 
绳子 的 两 端 要 在 远 处 拾 合 起 来 ,成 为 绳 图 . (刚才 的 两 个 结 就 要 
改 画 成 有 结 的 绳 圈 了 . 它们 分 别 是 本 节 习 题 
中 命名 的 右手 三 叶 结 与 8 字形 结 . ) 这 样 我 们 
就 得 到 了 数学 上 的 定义 : 纽 结 是 三 维 空间 中 
的 简单 闭 曲线 . 简单 闭 曲 线 ,意思 是 连通 的 
〈 连 成 一 体 的 ) ,封闭 的 (没有 端点 的 ) ,不 自 交 
的 (自己 与 自己 不 相交 的 , 即 没 有 粘连 的 ) 曲 
线 . . 
按照 这 个 定义 , 放 在 一 个 平面 内 的 圆 图 也 是 一 个 纽 结 . 这 个 
“未 打 结 的 ” 纽 结 ,我 们 称 之 为 平凡 纽 结 . 

为 明确 起 见 , 我 们 还 应 该 说 明 什么 叫 曲线 . 在 本 书 中 ,我 们 
把 曲线 理解 为 由 有 限 多 个 直线 段 首尾 相 接 构成 的 折线 ,因而 把 
简单 闭 曲 线 理解 成 简单 闭 折线 . 这 样 可 以 避免 下 图 中 那 种 无 穷 
纠缠 的 情形 . 不 过 由 于 我 们 所 要 研究 的 现象 ( 打 结 ) 与 绳子 的 曲 
直 没有 太 大 的 关系 ,为 美观 起 见 我 们 还 是 把 纽 结 画 成 处 处 光滑 
的 曲线 . 读者 也 可 以 把 它 想像 成 由 千 百 个 很 短 的 直线 段 构成 的 
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折线 . 

除了 绳 团 可 以 打 结 之 外 , 绳 圈 与 绳 圈 之 间 还 可 以 互相 钩 连 、 
套 扣 , 这 也 是 日 常生 活 中 常见 的 现象 , 铁 链 、 挂 锁 . 铀 匙 园 等 等 都 
利用 这 个 原理 . 这 种 现象 与 打 结 有 密切 联系 ,可 以 放 在 一 起 研 
究 .因此 我 们 再 定义 一 个 概念 :由 有 限 多 条 互 不 相交 的 简单 闭 曲 
线 构成 的 空间 图 形 , 称 为 链 环 . 组 成 链 环 的 每 一 条 简单 闭 曲 线 称 
为 该 链 环 的 一 个 分 支 , 它 本 身 可 以 有 结 的 . 这 样 , 纽 结 就 成 了 链 
环 的 一 种 了 : 纽 结 就 是 只 有 一 个 分 支 的 链 环 . 按照 这 个 定义 , 放 
在 同一 平面 内 的 若干 个 互 不 相交 的 圆圈 也 组 成 一 个 链 环 , 称 为 
平凡 链 环 . 

例 两 个 分 支 的 链 环 


OO GD -他 


{a) Cb) (ce) 
作为 强 图 (或 一 组 强 图 ), 纽 结 与 链 环 可 以 在 空间 中 自由 地 
连续 变形 ,但 是 不 许 剪断 ,不 许 粘 合 . 如 果 一 个 纽 结 ( 或 链 环 ) 可 
以 经 过 这 种 强 圈 移 位 变形 变 成 另 一 个 ,我 们 就 说 这 两 个 纽 结 ( 或 
ef" 


链 环 ) 是 等 价 的 ,或 同 瘦 的 ,有 时 干脆 把 等 价 的 两 个 纽 结 说 成 是 
相同 的 . 纽 结 与 链 环 的 理论 (简称 纽 结 理论 ) 的 基本 问题 是 : 任 给 
一 个 纽 结 或 链 环 , 怎样 判断 它 是 不 是 平凡 的 ( 即 是 否 等 价 于 平凡 
纽 结 或 平凡 链 环 )? 任 给 两 个 纽 结 或 链 环 ,怎样 识别 它们 是 否 相 
同 ( 即 是 否 同 痕 )? 

众所周知 ,平面 上 的 任意 一 条 简单 闭 曲线 都 可 以 在 该 平面 
上 (而 不 需要 离开 那个 平面 ) 连 续 地 变形 成 为 圆周 .( 所 以 它 一 定 
把 平面 分 成 内 外 两 个 区 域 . ) 由 此 可 见 , 能 放 在 一 个 平面 上 的 纽 
结 一 定 是 ( 即 同 痕 于 ) 平 凡 纽 结 ,能 放 在 一 个 平面 上 的 链 环 一 定 . 
是 平凡 的 链 环 . 


习 题 . 
1. 试用 实验 来 判断 以 下 各 对 链 环 是 否 等 价 . 
(a) 右 手 三 叶 结 
人 全 
(b)8 字形 结 
中 © 
(c) 最 简单 的 图 套 | 


(d) 怀 特 海 德 (Whitehead) 链 环 


CD A 


2. 试用 实验 来 判断 以 下 各 对 链 环 是 否 等 价 . 


方 结 懒散 结 
在 实用 上 ,上 图 左边 的 结 牢靠 ,在 不 同 的 行业 里 有 不 同 的 名 字 , 如 医 


院 里 称 之 为 外 科 结 ;右边 的 结 较 易 散 , 以 致 在 海员 用 的 书 上 ,这 个 结 
的 券 边 瑞 了 一 个 山峰 . 


反 怀特 海德 链 环 正 怀特 海德 链 环 


(d) 
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上 图 左边 那个 链 环 的 特点 是 ,任意 撤去 一 个 环 , 剩 下 的 两 个 环 都 不 套 
着 ,可 是 三 个 环 在 一 起 就 互相 扣 住 . 


§ 2 纽 结 与 链 环 的 投影 图 


描绘 空间 图 形 通 常 是 用 照片 . 拍照 就 是 投影 ,也 就 是 取 一 个 
适当 的 投影 方向 ,看 图 形 在 与 该 方向 垂直 的 平面 上 的 影子 . 图 形 
上 不 同 的 点 的 影子 有 可 能 重 春 在 一 起 ,所 以 往往 需要 从 不 同 的 
角度 拍照 才能 反映 图 形 的 全 貌 . 

对 于 组 结 与 链 环 , 只 要 取景 适当 ,一 张 照片 就 够 了 . 我 们 总 
可 以 选取 适宜 的 投影 方向 ,使 得 投影 图 上 的 重合 点 都 是 二 重点 ， 
即 不 会 有 三 个 点 的 影子 全 在 一 起 . 这 样 ,再 以 线条 的 虚实 表现 重 
全 处 的 上 下 两 条 线 在 空间 中 交 又 的 情景 ,一 张 投 影 图 就 足以 确 
定 纽 结 与 链 环 . 上 一 节 中 的 例子 ,不 都 是 用 一 张 投 影 图 绘 出 的 
吗 ?投影 图 所 不 能 反映 的 信息 ,例如 交叉 点 处 上 下 两 线 之 间 的 垂 
直 距 离 , 怡 恰 是 研究 纽 结 与 链 环 时 无 关 紧 要 的 ,因为 我 们 允许 强 
图 的 移 位 变形 ,如 果 两 个 链 环 有 相同 的 投影 图 ,一 定 可 以 作 沿 投 
影 方向 的 移动 而 把 一 个 变 成 另 一 个 . 

准确 地 说 ,我 们 要 求 投影 图 达到 以 下 标准 :只 有 有 限 多 个 重 
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释 点 ;每 个 重生 点 都 是 二 重点 ;在 每 个 二 重点 处 ,上 下 两 线 的 投 、 
影 都 是 互相 穿越 交 又 的 . 这 样 我 们 才能 用 虚实 线 把 交叉 情景 一 
目 了 然 地 表现 出 来 . 也 就 是 说 ,我 们 要 求 避免 下 图 显示 的 几 种 重 
香 情 况 . 


当 我 们 说 到 投影 图 时 ,总 是 指 已 经 用 虚实 线 标 出 了 交叉 情 
况 的 图 . 如 果 像 在 真实 的 照片 上 那样 让 交叉 点 处 两 条 线 的 影子 
相交 ,我 们 将 得 到 由 一 组 自身 相交 的 闭 曲线 构成 的 平面 图 形 . 这 
样 得 来 的 线条 图 上 ,每 个 分 岔 点 都 是 四 岔 的 ,所 以 我 们 称 之 为 四 
贫 地 图 . (四 岔 地 图 的 着 色 问 题 ,在 第 三 章 8 1 中 将 专门 讨论 . ) 
每 张 投 影 图 确定 一 张 四 岔 地 图 . 反 过 来 说 ,从 四 岔 地 图 却 不 能 确 
定投 影 图 ,因为 每 个 分 岔 点 有 两 种 可 能 的 交叉 情况 〈 即 虚实 配 


-XX 
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置 ). 所 以 ,从 有 ， 个 分 贫 点 的 四 岔 地 图 一 共 可 以 得 到 2" 张 不 同 
的 投影 图 . 当然 ,它们 所 代表 的 纽 结 或 链 环 却 不 一 定 互 不 相同 . 
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下 图 是 从 最 左边 那 张 四 岔 地 图 得 出 的 几 张 投影 图 . 


OOF0 


纽 结 与 链 环 可 以 用 投影 图 来 确定 . 然而 等 价 的 链 环 可 以 有 
不 同 的 投影 图 ,上 节 的 习题 1 便 是 明证 . 由 此 可 见 ,要 利用 投影 
图 来 研究 纽 结 理论 ,先决 条 件 是 必须 弄 清楚 , 强 圈 在 空间 中 的 移 
位 变形 怎样 在 投影 图 上 反映 出 来. 不 言 而 喻 地 ,我 们 当然 应 该 允 
许 投影 图 作 平面 变形 , 即 把 平面 看 成 橡皮 薄膜 时 , 画 在 上 面 的 图 
形 可 能 产生 的 变形 . 例如 


六 一 


德国 数学 家 瑞 德 迈 斯 特 (Reidemeister) 在 20 年 代 指 出 , 纽 
结 与 链 环 的 同 痕 本 质 上 是 由 投影 图 的 三 种 基本 变换 (通常 称 为 
初等 变换 ) 来 刻 划 的 . 
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我 们 分 别称 它们 为 R1C 消 除 或 添加 一 个 卷 ),R2(C 消 除 或 添加 一 
个 倒置 的 二 边 形 ),R3( 三 角形 变换 

注意 上 述 的 三 种 初等 变换 ,是 在 投影 图 的 局 部 进行 的 ,在 变 
换 的 那个 部 分 除 所 画 出 的 线 以 外 不 能 有 别 的 线 介入 . 例如 


xpP = 十 


不 是 一 个 合法 的 R1 变换 ,正确 的 作法 得 到 的 结果 不 一 样 : 


| 
DE POL 
, _P 


上 面 这 三 种 初等 变换 很 明显 都 可 以 用 挪动 绳子 来 实现 . 瑞 
德 远 斯 特 说 , 反 过 来 ,如 果 空间 中 的 一 个 链 环 可 以 经 过 强 圈 的 移 
位 变形 变 成 另 一 个 链 环 , 那 么 第 一 个 链 环 的 投影 图 一 定 可 以 通 
过 一 连 串 的 初等 变换 (以 及 平面 变形 ) 变 成 第 二 个 链 环 的 投影 
图 . 

论证 的 思想 并 不 复杂 . 简单 闭 折线 在 空间 中 的 变形 可 以 归结 为 一 种 
基本 变形 :如 果 空 间 中 某 个 三 角形 怡 有 一 条 边 (或 恰 有 两 条 边 ) 在 闭 折 线 
上 ,而 该 三 角形 的 内 部 与 闭 折线 不 相交 ,那么 把 这 一 条 边 用 三 角形 的 另 两 
条 边 来 替换 (或 把 这 两 条 边 用 三 角形 的 另 一 条 边 来 替换 ). 纽 结 或 链 环 既 
”由 闭 折 线 构成 , 它 在 空间 中 的 移动 变形 总 可 以 分 解 成 一 连 串 这 种 基本 变 
形 . 而 且 一 个 大 的 基本 变形 又 可 以 分 解 成 一 连 串 小 的 基本 变形 (大 小 是 指 
涉及 的 三 角形 的 大 小 ). 一 个 小 的 基本 变形 (小 到 涉及 的 三 角形 的 影子 至 
多 只 包含 一 个 交叉 点 ) 对 投影 图 的 影响 只 有 几 种 形态 ,分 别 相当 于 R1,R2， 
R3 这 三 种 初等 变换 ,或 是 平面 变形 . (下 图 中 带 阴 影 的 三 角形 ,其 边缘 的 
实 线 部 分 用 虚线 部 分 来 替换 . ) 
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十 


R2 R3 

我 们 规定 :两 个 投影 图 称 为 等 价 和 的 ， 或 称 同 瘦 的 (isotopic)， 
如 果 从 一 个 投影 图 出 发 ， 经 过 一 连 串 的 R1，R2，R3 初等 变换 
以 及 平面 变形 ,可 以 得 出 男 一 个 投影 图 . 

于 是 我 们 可 以 把 上 节 末 所 说 的 纽 结 理论 的 基本 问题 改 述 
为 : 任 给 纽 结 或 链 环 的 一 个 投影 图 , 怎样 识别 它 是 否 等 价 于 平凡 
的 投影 图 ( 即 由 平面 上 互 不 相交 的 圆圈 组 成 的 投影 图 )? 任 给 两 
个 投影 图 ,怎样 判断 它们 是 和 否 等 价 ? 

:这样 , 我 们 就 把 纽 结 与 链 环 在 空间 中 移动 变形 的 同 痕 问 题 ， 
转化 成 稍为 容易 捉摸 的 问题 , 即 平面 上 的 投影 图 在 三 种 初等 变 
换 之 下 的 等 价 问题 . 我 们 就 以 投影 图 等 价 性 的 这 个 定义 ,作为 研 


究 纽 结 理论 的 出 发 点 . 
“115. 


读者 可 能 会 问 , 绳 圈 的 变形 在 投影 图 上 有 许多 别 的 既 直 观 
又 方便 的 形式 ,比如 


等 等 . (方块 中 表示 可 简 可 繁 的 随便 什么 线条 . ) 为 什么 我 们 只 用 
R1 一 R3 作为 基本 的 变换 呢 ? 回答 是 ,在 证 明 投影 图 等 价 时 ( 见 
下 节 前 半 节 ), 这 些 高 级 变形 的 确 比 原始 的 R1 一 R3 效率 高 得 
多 . 但 是 在 证 明 投影 图 不 等 价 时 (这 是 纽 结 理论 的 主题 , 见 下 节 
后 半 节 ) 我 们 却 希 望 基本 变换 越 少 越 简单 越 好 ,使 得 证 明 不 变量 
越 容易 . 
纽 结 理论 中 的 一 个 重要 问题 是 镜像 问题 ,或 者 称 为 手 征 问 
题 . 先 介 绍 镜像 的 概念 . 设 工 是 一 个 纽 结 或 链 环 . 工 的 镜像 顾 名 
思 义 就 是 工 在 镜子 中 的 像 . 它 仍 是 个 纽 结 或 链 环 , 通 常用 元 * 表 
示 . 当 镜子 移动 时 工 在 镜 中 的 像 也 移动 ,可 见 不 管 镜子 放 在 什 
么 位 置 , 镜 中 的 像 总 是 互相 同 痕 的 . 所 以 当 我 们 说 到 工 的 镜像 
时 ,不 必 指 明镜 子 的 位 置 ;要 画工 的 镜像 上 * 时 ,可 以 把 镜子 放 
在 最 方便 的 位 置 . 如 果 给 定 了 工 的 投影 图 ,设想 把 镜面 就 放 在 
画 投 影 图 的 纸 面 ,那么 立刻 就 能 画 出 也" 的 投影 图 ;只 须 把 工 的 
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投影 图 改 一 改 ,把 每 个 交叉 点 处 的 上 线 改 作 下 线 , 下 线 改作 上 线 
就 行 了 . 例如 $1 习题 2 的 (a) 和 (c) 的 两 对 链 环 都 是 互 为 镜像 
的 . 
如 果 纽 结 或 链 环 工 不 与 其 镜像 同 痕 , 我 们 说 工 是 有 手 征 
的 ;反之 如 果 工 与 元 " 同 痕 , 就 说 世 是 无 手 征 的 “ 手 征 ? 这 个 词 
来 自 物理 学 . 左手 与 右手 互 为 镜像 ,但 是 形状 有 本 质 的 差别 , 左 
脚 的 鞋 穿 不 到 右 脚 上 . 所 以 物理 学 家 把 与 镜像 有 本 质 区 别 的 东 
西 说 成 “有 左右 手 之 别 的 ”, 把 与 镜像 基本 上 相同 的 东西 说 成 “不 
分 左右 手 的 ” 
镜像 问题 ( 即 手 征 问题 ) 是 问 : 任 给 一 个 纽 结 或 链 环 ,怎样 判 
断 它 是 否 有 手 征 ? 由 于 自然 界 中 许多 物理 现象 .化 学 现象 .生物 
现象 都 与 手 征 有 关 , 所 以 手 征 问 题 在 应 用 上 很 重要 . 


习 题 
1. 下 图 是 古 罗马 帝国 时 代 的 一 个 图 案 . 你 能 从 纽 结 表 中 找 出 它 代表 的 纽 
结 吗 ? 


二 
< 


[ 注 ] 64 及 以 下 类 似 记 号 的 温 义 见 书 末 附 胡 . 
s 1 7F 。 


2. 下 图 是 西藏 的 一 个 图 案 . 你 能 从 纽 结 表 中 找 出 它 代表 的 纽 结 吗 ? 
(答案 : 纽 结 7 的 镜像 


§ 3 用 初等 变换 鉴别 链 环 


要 证 实 两 个 链 环 等 价 , 只 须 用 绳子 各 作 一 个 模型 ,然后 把 一 
个 变 成 另 一 个 . 如 果 要 求 用 投影 图 来 证 明 它们 等 价 ,按照 上 节 末 
的 定义 ,我 们 应 该 找 出 一 串 R1,R2,R3 变换 及 平面 变形 ,把 一 
个 投影 图 变 成 另 一 个 . 原则 很 简单 ,实行 起 来 却 不 一 定 容 易 . 
简单 的 例子 : 


‘OQ:O 


不 轻松 的 任务 :8 字 结 与 其 镜像 同 痕 . 
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如 果 我 们 不 拘泥 于 初等 变换 ,那么 下 面 的 图 更 容易 使 读者 
相信 了 . 图 中 用 粗 实 线 与 粗 虚 线 来 表明 把 哪 条 线 挪 到 哪个 位 置 
线条 只 摆动 了 一 次 ,其 余 都 是 平面 变形 , 


载 入 史册 的 发 现 :下 图 左右 角 的 两 个 组 结 ,在 1899 年 出 版 
的 纽 结 表 中 列 为 不 同 的 纽 结 . 事 隔 75 年 之 后 , 才 有 人 发 现 它们 


. 了 9。 


是 同 痕 的 ,只 要 在 投影 图 上 把 线条 挪动 几 次 就 能 把 一 个 变 成 另 
一 个 . 像 上 一 段 一 样 ,我 们 用 粗 实 线 和 粗 虚 线 来 表明 要 把 哪 条 线 
挪 到 哪个 位 置 . (这 些 挪 动 当然 可 以 再 分 解 成 初等 变换 R1,R2, 
R3, 但 是 过 程 就 太 长 了 . ) 


向 勇敢 的 读者 挑战 :下 图 的 两 个 纽 结 投影 图 各 有 13 个 交叉 
点 .已 经 知道 (1985) 它 们 是 等 价 的 . 你 能 给 出 证 明 吗 ? 
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习题 
1. 试用 初等 变换 R1,R2,R3 来 证 明 8$ 1 中 各 对 链 环 的 确 是 同 痕 的 . 
2. 试 证 明 下 面 的 组 结 是 平凡 的 . 


值得 注意 的 是 ,在 用 R1 一 R3 把 它 化 成 平凡 


OO 投影 图 的 过 程 中 ,交叉 点 个 数 必须 先 增 大 ， 
< 因为 这 个 图 上 能 施行 的 只 有 R1 与 R2 ,而 且 
是 R1 与 R2 中 增加 交叉 点 数 的 方向 . 


3. 试 证 明 下 面 三 个 投影 图 代表 同一 个 纽 结 . 


4. 试 证 明 , 用 下 述 方法 随手 菌 出 的 投影 图 总 是 代表 平凡 纽 结 :落笔 后 每 当 


过 到 已 画 出 的 线条 时 就 从 下 面 钻 过 去 ,最 后 回 到 起 点 . 
。 DT。 
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经 验 告诉 我 们 ,要 证 实 两 个 链 环 同 痕 , 是 很 费劲 的 事 , 像 走 
一 个 大 迷宫 一 样 不 知 怎样 才能 走 通 . 可 是 ,要 想 证 明 两 个 链 环 不 
则 痕 ,就 更 不 容易 了 . 事实 上 到 目前 为 止 我 们 还 没有 向 读者 证 明 
哪 一 个 纽 结 是 不 平凡 的 , 即 与 平凡 纽 结 不 同 痕 的 . 拿 两 个 纽 结 或 
链 环 的 投影 图 L1,L 来 . 你 想 挪 动 强 线 把 元 变 成 L, 试 了 千 百 
次 都 失败 了 . 这 能 说 明 工 ; 与 ,一 定 不 等 价 吗 ? 你 能 保证 不 会 有 
人 想 出 个 绝招 来 把 变形 成 L 吗 ? 可见 ,试探 法 只 能 证 实 等 价 
性 ,不 可 能 证 明 不 等 价 性 . 为 此 ,数学 家 们 提出 了 另 一 条 思路 
不 变量 方法 . 
不 变量 ,就 是 纽 结 或 链 环 在 变形 时 不 改变 的 性 质 . 例如 ,我 
们 知道 (与 CC 不 会 等 价 ,因为 它们 的 分 支 数 ( 圈 数 ) 不 相 
同 ;分 支 数 是 链 环 的 一 个 不 变量 ,因为 在 变形 时 链 环 中 国 的 个 数 
是 不 会 改变 的 . 链 环 的 分 支 数 是 可 以 从 投影 图 上 求 出 的 . 即使 是 
令 人 眼花 缘 乱 的 复杂 的 投影 图 ,我 们 也 能 轻易 地 找 出 其 分 支 数 ， 
只 要 在 图 上 任 取 一 点 , 沿 图 前 进 ,在 每 个 交叉 点 处 向 前 直 走 , 当 
回 到 出 发 点 时 你 就 走 过 了 一 个 完整 的 图; 对 未 走 过 的 部 分 再 如 
法 进行 ,直到 走 遍 整个 图 ,就 知道 了 这 个 链 环 的 圈 数 . 

既然 链 环 的 同 痕 本 质 上 是 由 其 投影 图 的 三 种 初等 变换 来 刻 
划 的 ,我 们 给 出 不 变量 的 进一步 的 定义 : 纽 结 或 链 环 的 投影 图 的 
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一 个 性 质 PP 称 为 是 投影 图 的 同 瘦 不 变量 ,如 果 它 在 R1,R2,R3 
这 三 种 初等 变换 下 保持 不 变 . 

投影 图 中 交叉 点 的 个 数 多 少 ,虽然 是 投影 图 的 明显 的 特征 ， 
却 不 是 同 痕 不 变量 ,因为 R1,R2 这 两 种 初等 变换 都 使 它 改变 . 
投影 图 的 图 数 , 则 是 一 个 同 痕 不 变量 ,因为 三 种 初等 变换 都 不 改 
变 它 . 当然 ,这 是 一 个 很 弱 的 不 变量 , 它 不 能 鉴别 不 平凡 的 纽 结 ， 
所 有 纽 结 的 分 支 数 都 等 于 1. 

同 痕 不 变量 的 主要 用 处 是 ,既然 互相 同 痕 的 链 环 的 投影 图 
可 以 经 过 一 连 串 R1,R2,R3 变换 互相 转化 ,所 以 同 痕 的 链 环 应 
当 有 相同 的 不 变量 . 换 句 话说 ,如 果 两 个 链 环 有 不 同 的 不 变量 ， 
它们 就 一 定 不 同 痕 . 纽 结 理论 的 主题 ,就 是 寻求 既 便 于 计算 ,又 
有 很 强 的 鉴别 力 的 同 痕 不 变量 . 

作为 例子 ,我 们 来 证 明 三 叶 结 的 不 平凡 性 . 我 们 先 定义 投 
影 图 的 一 种 性 质 一 一 三 色 性 . 一 个 投影 图 称 为 三 色 的 ,如 果 它 
的 每 条 线 可 以 涂 成 红色 或 黄色 或 蓝 色 ,使 得 每 个 交叉 点 处 的 三 
条 线 (一 条 上 线 和 两 边 两 条 下 线 ) 要 么 颜色 各 异 ,要么 颜色 相同 ，; 
当然 我 们 不 允许 所 有 的 线条 都 全 用 同一 种 颜色 ， 但 也 并 不 规定 
三 种 颜色 要 全 都 用 上 . 例如 三 叶 结 的 
投影 图 可 以 着 色 如 右 图 . . 

投影 图 的 三 色 性 是 一 个 同 痕 不 变 - 
性 质 , 即 在 R1,R2,R3 这 三 种 初等 变 访 全 黄 
换 下 保持 不 变 的 . 这 件 事 的 证 明 是 完 
全 初等 的 ,分 析 颜 色 配 置 的 几 种 情况 
就 行 了 ,我 们 留 给 读者 自己 动手 来 做 .， 

既然 三 叶 结 的 投影 图 是 三 色 的 ,平凡 纽 结 投影 图 不 是 三 色 
的 ,所 以 三 叶 结 不 平凡 ! 

三 色 性 这 个 不 变量 的 另 一 个 应 用 ,是 证 明 某 些 链 环 是 扣 住 
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不 散 的 . 我 们 说 一 个 (至 少 有 两 个 分 支 的 ? 链 环 是 不 分 离 的 ,如 果 
它 不 能 经 过 连续 变形 分 成 互相 远离 的 两 部 分 ;否则 称 为 可 分 离 
的 . 很 明显 ,可 分 离 的 链 环 的 投影 图 一 定 同 痕 于 一 个 由 互 不 交叉 
的 两 部 分 拼 资 而 成 的 投影 图 ,后面 这 种 投影 图 称 为 不 连通 的 - 不 
连通 的 投影 图 一 定 是 三 色 的 : 互 不 交叉 的 两 部 分 各 涂 一 种 颜色 ， 
就 符合 涂 色 要 求 . 由 于 三 色 性 是 同 痕 不 变性 ,可 见 , 可 分 离 的 链 
环 的 投影 图 一 定 是 三 色 的 . 换 句 话说 ,如 果 一 个 投影 图 不 是 三 色 
的 ,那么 它 所 代表 的 链 环 就 是 不 分 离 的 , 即 互相 扣 住 不 散 的 . 例 
子 见 本 节 习 题 6,7. 

三 叶 结 是 有 手 征 的 . 在 1984 年 以 前 ,要 证 明 这 件 事 需要 用 
到 不 少数 学 知识 . 可 是 现在 只 要 经 过 很 简单 的 计算 就 行 了 ,因为 
我 们 有 了 一 些 新 的 ,鉴别 力 既 强 , 又 便于 计算 的 不 变量 . 这 就 是 
本 书 第 二 章 的 主题 . 


习 题 
5. 证 明 : 投 影 图 的 三 色 性 是 个 同 痕 不 变量 , 
6. 利用 三 色 性 ,证 明 $1 中 的 两 个 分 支 的 链 环 的 例 (b) (ce) 都 是 不 分 离 的 ， 
因而 都 不 是 平凡 的 . 
7. 利用 三 色 性 ,证 明 3 1 习题 2(d) 中 左边 那个 (三 分 支 的 ) 链 环 是 不 分 离 
的 . 
8. 在 本 书 末 的 表 中 , 挑 出 那些 具有 三 色 性 的 纽 结 与 链 环 来 . (如 31,61，,7,， 
07 ,6? ,63,6} 等 . ) 你 还 能 举 出 别 的 例子 吗 ? (8 1 习题 2 的 (b) 如 何 ?) 


§4 有 向 链 环 ” 环 统 数 


每 一 条 简单 闭 曲 线 都 有 两 个 相反 的 绕 行 方向 . 链 环 的 走向 ， 
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是 指 在 它 的 每 个 圈 上 都 选 定 了 一 个 前 进 方向 ,在 投影 图 上 用 箭 
头 标 出 .mm 个 分 支 的 链 环 一 共有 2” 种 不 同 的 走向 . 取 定 了 走向 
的 链 环 称 为 有 向 链 环 ;相应 地 ,未 指定 走向 的 就 称 为 无 向 链 环 . 
有 向 链 环 的 投影 图 , 即 标 了 箭头 的 投影 图 , 称 为 有 向 投影 图 ;未 
标 箭头 的 就 称 为 无 向 投影 图 . 

有 向 链 环 的 同 痕 ( 即 等 价 ) 概 念 , 意 思 与 $ 1 中 的 一 样 , 但 要 
添上 走向 相同 的 要 求 . 具体 说 ,空间 中 两 个 有 向 链 环 称 为 同 痕 
的 ,如 果 经 过 移动 变形 可 以 把 第 一 个 有 向 链 环 放 到 第 二 个 有 向 
链 环 的 位 置 ,而 且 走 向 一 致 . 我 们 即将 证 明 , 下 图 中 走向 不 同 的 
两 个 有 向 链 环 是 不 同 痕 的 
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投影 图 的 初等 变换 R1,R2,R3 对 于 有 向 投影 图 自然 也 有 
意义 ,只 须 在 定义 它们 的 图 上 添上 箭头 就 行 了 . 瑞 德 迈 斯 特 原 
理 仍 然 正确 , 即 有 向 链 环 在 空间 中 的 移动 变形 本 质 上 是 由 其 有 
向 投影 图 的 R1,R2,R3 这 三 种 初等 变换 所 刻 划 的 . 因此 ,与 以 
前 一 样 ,我 们 可 以 定义 有 向 投影 图 的 同 痕 ( 或 称 等 价 ) ,也 照样 定 
义 有 向 投影 图 的 同 痕 不 变量 . 

一 个 有 向 链 环 (或 其 投影 图 ) 工 ,如 果 把 它 所 有 分 支 上 的 走 
向 ( 即 箭头 ) 全 都 反 转 , 所 得 的 有 向 链 环 , 称 为 原来 的 有 向 链 环 世 
的 逆 , 记 作 工 下 . 

一 个 链 环 ( 或 其 投影 图 ) ,如 果 给 它 规定 某 一 种 走向 后 它 与 
它 的 逆 同 痕 , 我 们 说 这 链 环 是 可 逆 的 ,否则 说 是 不 可 道 的 . 注意 ， 
一 个 有 < 个 分 支 的 链 环 共 有 2 种 走向 (每 个 分 支 有 两 个 相反 的 
走向 ) ,如果 对 于 一 种 走向 来 说 是 可 逆 的 ,那么 对 其 余 2 一 1 种 
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走向 也 一 定 都 是 可 逆 的 . 所 以 上 述 定 义 中 只 要 对 一 种 (随便 哪 一 
种 ?走向 来 说 就 够 了 . 
三 叶 结 与 8 字形 结 都 是 可 道 的 ,只 要 在 它们 上 面 画 上 箭头 ， 
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信心 


再 番 转 一 下 就 可 看 出 .许多 简单 的 纽 结 都 是 可 道 的 ,不 可 道 纽 结 
的 第 一 个 例子 直到 1964 年 才 得 到 证 明 . (参看 本 章 8》5(A3). ) 

可 道 性 问题 是 问 : 任 给 一 个 纽 结 或 链 环 , 怎样 判断 它 是 否 可 
道 ? 在 实际 应 用 中 (例如 研究 生物 化 学 中 像 DNA 之 类 的 长 链 状 
分 子 时 ), 纽 结 或 链 环 上 往往 带 有 自然 的 标记 (如 特定 的 碱 基 序 
列 或 氨基 酸 序列 ), 可 以 看 成 有 向 链 环 . 因而 可 道 性 问题 也 旦 一 
个 重要 问题 . 研究 的 经 验 告诉 我 们 ,可 逆 性 问题 往往 比 手 征 问 题 
棘手 ,因为 还 没有 找到 很 有 效 的 不 变量 . 本 书 第 二 ,三 章 介绍 的 
不 变量 对 手 征 问题 相当 有 效 , 对 可 逆 性 问题 却 无 能 为 力 . 


下 面 我 们 来 定义 有 向 链 环 的 最 简单 的 不 变量 一 一 环绕 数 . 
有 向 投影 图 中 ,每 个 交叉 点 p 的 正 负 号 ep) 一 土 1 用 下 图 
来 规定 
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用 话 来 说 ,从 上 线 的 箭头 旋转 到 下 线 的 箭头 的 最 小 转角 是 反 时 
钟 方向 的 ,为 正 交叉 点 ; 顺 时 钟 方向 的 为 负 . 

一 个 有 向 投影 图 工 的 全 体 交 叉 点 的 正 负 号 之 总 和 ，, 称 为 也 
的 拧 数 , 记 作 w(L). 拧 数 在 R2,R3 这 两 种 初等 变换 下 显然 并 不 ， 
改变 ,但 是 R1 却 要 使 它 改变 的 . 所 以 拧 数 不 是 有 向 投影 图 的 同 
痕 不 变量 . 

下 面 我 们 要 定义 一 个 不 变量 , 叫 作 环绕 数 , 它 衡量 出 两 条 有 
向 封闭 曲线 互相 环绕 的 程度 . 

设 Ki,K; 是 有 向 链 环 工 的 两 个 分 支 . 我 们 定义 灭 : 与 K 
的 环绕 数 从 (KK ,天 :) 为 圈 Ki 与 图 K: 交叉 处 ( 既 不 包括 Ki 自 
我 交叉 点 ,也 不 包括 及 , 自我 交叉 点 ,更 不 包括 玉 , 天 。 与 其 余 分 
支 交叉 点 ) 的 正 负 号 总 和 的 一 半 。i 肖 CK ,KK,) 是 同 痕 不 变量 , 因 
为 R1 变换 只 涉及 分 支 自我 交叉 点 ,与 环绕 数 无 关 ; 而 R2,R3 也 
明显 地 不 影响 环绕 数 的 值 . 当 链 环 工 只 有 KK1 ,天 。 这 两 个 分 支 
时 ,我 们 有 时 把 大 (K, , 玉 :) 简 写作 全 ( 志 ). 
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WCKi KD) = +=1 WCK1, Ko)= 计 (1 一 Dl 
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因此 ,我们 又 一 次 证 明了 (参看 上 节 习 题 


6) 最 简单 的 圈套 确实 是 套 住 拉 不 开 的 ， 
因为 平凡 的 双 分 支 链 环 无 论 怎 样 规 定 走 
向 ,两 分 支 间 的 环绕 数 总 是 0. 


例 2 怀特 海德 链 环 


二 | 一/ 十 
Kk, 和 、 K, 有 (KK) 一 工 (1 二 1 一 1 一 1)=0 
wD : 


它 虽 是 不 平凡 的 ,但 环绕 数 是 0. 
环绕 数 的 一 个 明显 的 性 质 是 , 当 天 ,天 * 之 一 的 走向 反 转 
时 ,环绕 数 要 改变 正 负 号 ,因为 Ki 与 玉 。 的 交叉 点 的 正 负 号 都 
变 了 . 然而 如 果 KK1,K; 的 走向 同时 反 转 ,它们 的 环绕 数 不 变 ， 
在 链 环 工 的 投影 图 上 ,KK, 与 天 : 的 交叉 点 有 两 种 ,一 种 是 
Ki 跨越 kK, 的 ,一 种 是 K, 跨越 K, 的 . 我 们 把 Kl 跨越 K, 的 交 
叉 点 的 正 负 号 之 和 记 作 上 (天 天) ,把 天。 跨越 KK, 的 交叉 点 的 
正 负 号 之 和 记 作 以 (Ki,KK;). 在 初等 变换 R1,R2,R3 之 下 , 纺 ， 
和 以, 都 不 改变 ,它们 都 是 同 痕 不 变量 . 现在 把 整个 链 环 工 在 空 
中 作 180° 的 深 翻 成 为 链 环 L' ,KK 与 KK; 分别 变 成 Ki ,Ks. 滚 翻 
是 一 个 同 痕 , 所 以 
lk (天 :天 ) 一 大 (天 ， 民 ?)， 
ks (Ks, Ks)=lha CK , Ks). 
另 一 方面 , 滚 翻 之 后 ,KK, 跨越 玉 , 的 交叉 点 变 成 Ki 跨越 KK; 的 
交叉 点 ,而 正 负 号 却 不 变 . 所 以 我 们 又 得 到 
lk (Ks, Ks)=lks Ki, K), 
ks (Ks Ks) = (K, ,Ko). 
. 28 外 


于 是 我 们 得 到 大 (天 ,天 :) 一 只 (天 天). 然而 从 定义 及 (Ki， 
KK) 一半 (Uh(KisKs) 十 Wa(K1,K2)) ,所 以 结论 是 
LECK1s Ks) = Uk (Ks K,)= Ik (K, Ks). 
这 三 个 不 变量 原来 是 同一 个 东西 ! 这 一 段 讨论 不 但 告诉 我 们 环 
绕 数 的 两 种 等 价 的 定义 ,而 且 使 我 们 知道 它 一 定 是 整数 (这 从 最 
初 的 定义 并 不 明显 ). 
环绕 数 的 观念 是 高 斯 (Gauss) 在 研究 电磁 现象 时 首先 提出 
的 . 设 有 向 闭 曲 线 KK, 是 由 导线 构成 ,其 中 有 与 Ki 方向 相同 的 
单位 强度 的 直流 电 通 过 . 这 电流 就 在 空间 中 产生 了 磁场 . 设 一 个 
磁 单 极 子 ( 具 有 单位 磁 荷 的 ) 沿 有 向 闭 曲线 玉 : 运动 一 周 . 那么 
在 这 个 过 程 中 ,KK 中 电流 的 磁场 对 这 磁 单 极 所 作 的 功 ,就 等 于 
必 (K1 ,Ks) 的 4x 售 . 
作为 环绕 数 的 应 用 ,我们 来 谈 谈 带子 . 经 验 告 诉 我 们 (可 用 
皮带 或 橡 筋 作 实验 ) 
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让 我 们 把 左边 的 形态 称 作 拧 , 右 边 的 称 作 捏 ,那么 上 图 是 说 拧 与 
扭 可 以 互相 转化 . 如 果 带 子 的 边缘 是 链 环 的 一 部 分 ,也 可 用 初等 
。29 。 
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现在 来 考 虚 一 条 封闭 的 窄带 子 , ( 双 侧 的 ,有 两 条 边 的 普通 
带子 ,而 不 是 单 侧 的 .只 有 一 条 边 的 莫 比 乌 斯 (Mobius) 带 子 . 允 
许 带 子 “ 打 结 ” ) 带 子 的 两 条 边 取 相同 的 定向 ,得 到 一 个 有 向 链 
环 工 , 它 的 两 个 分 支 记 作 天 ,天 ' . 工 的 投影 图 看 起 来 像 两 条 平行 


的 曲线 ,由 拧 卷 ( tj ) 与 扭转 ( 一 < 全 一 ) 的 段落 组 成 . 
扭转 部 分 对 于 环绕 数 1&(L) 的 贡献 是 


十 十 1 一 
二 二 2 《1 十 1) 一 1 
一 一 > 一 


1 -人 
311)= 1 
所 以 我 们 把 ”一 人 全 一 称 为 正 扭转 一 周 ， 二 < 全 一 称 为 


负 扭 转 一 周 . 以 T(Z) 表 示 整 个 投影 图 上 扭转 周 数 的 ( 正 负 要 相 
消 的 ) 总 和 . 
拧 卷 部 分 对 太 (Z) 的 贡献 则 是 


(090) cb 马 
= (一 1 一 D 一 一 1 全 


这 恰好 等 于 这 部 分 对 于 拧 数 w(K)(=w(K')) 的 贡献 
环绕 数 以 (L) 应 是 扭转 部 分 与 拧 卷 部 分 的 贡献 之 和 ,所 以 
ECD)=w(K)+TL). 
这 个 公式 可 以 帮助 我 们 计算 由 带子 边缘 组 成 的 双 分 支 链 环 
的 环绕 数 . 


w(K)=3, T(L)=—2, lkR(L)=3—2=1. 


公式 所 ( 了 LL) 二 w(K) 十 T(L) 可 以 看 成 是 一 个 守恒 定律 . 当 
带子 在 空间 中 移 位 、 变 形 时 , 拧 数 w(K) 不 是 不 变量 ,扭转 数 芽 
(Z) 也 是 会 改变 的 ,但 是 它们 的 和 太 ( 工 ) 却 是 一 个 同 痕 不 变量 ， 
不 会 改变 . 现实 世界 中 的 带子 ,由 于 质料 的 弹性 ,扭转 时 会 产生 
内 部 应 力 . 试 拿 一 条 电线 或 橡皮 筋 做 实验 , 先 自然 地 拉 直 ,然后 
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扭转 许多 周 , 你 会 发 现 必 须 用 力 拉 住 才 能 使 它 保持 直 的 状态 ; 稍 
一 放松 , 它 就 会 肉 缩 绞 缠 起 来 . 这 就 是 扭转 减少 (因为 应 力 减 
少 ), 因 而 拧 卷 必然 增加 (因为 扭转 与 拧 卷 之 和 和 守恒). 本 书 将 用 
整个 第 五 章 更 深入 地 讨论 这 个 主题 . 


习 题 
1. 设 工 + 与 工 -是 两 个 有 向 的 双 分 支 链 环 , 它 们 的 投影 图 在 其 它 地 方 相 同 ， 
只 在 一 个 交叉 点 处 有 如 下 差别 
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L+ 工 - Lo 
另 有 一 个 链 环 L,, 是 从 Li 或 -把 那个 交叉 点 抹 去 而 得 . 易 见 Ps。 的 分 
支 数 是 1 或 3. 试 证 明 
人 ECL+) 一 从 (L_)= |。 如 果 是 纽 结 (一 个 分 支 )， 
0 “如果 Z 不 是 纽 结 . 
2. 设 工 是 有 向 的 双 分 支 链 环 ,L' 是 工 的 镜像 . 试 证 明 
ML")= (LL). 
3. 证 明 : 右 旋 莫 比 乌 斯 带 不 能 变形 成 左旋 莫 比 乌 斯 带 ， 


提示 :考虑 莫 比 乌 斯 带 的 中 心 线 与 其 边缘 的 环绕 数 ， 
4. 任 给 一 个 有 向 纽 结 的 投影 图 天 . 在 其 旁 加 一 条 完全 平行 的 线 天 " . 
证 明 :1(K,K') 二 w(K). 
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$5 形形色色 的 纽 结 与 链 环 


“ 海 阔 赁 鱼 跃 ,天 高 任 鸟 飞 ”在 空间 中 让 绳 线 自 由 穿 揪 , 构 
成 的 绳 痢 真是 千姿百态 . 即使 忽略 掉 由 于 连续 变形 引起 的 差异 ， 
而 只 统计 互 不 同 痕 的 类 型 ,也 多 得 不 可 胜 数 . 借助 于 计算 机 ,有 
人 已 经 对 不 超过 13 个 交叉 点 的 投影 图 作 了 完整 的 同 痕 分 类 . 对 
于 纽 结 ( 一 个 分 支 的 链 环 ) ,不 计 走向 与 镜像 的 差别 (例如 把 左 、 
右 三 叶 结 只 算 作 一 个 ), 我 们 有 下 面 的 表 : 
交叉 指标 3 4 5678 9 1 1 12 13 
素 纽 结 个 数 1 1 2 3 7 21 49 165 552 2176 9988 
(交叉 指标 与 素 纽 结 的 确切 含义 见 本 节 . ) 

本 节 中 我 们 介绍 一 些 常见 的 类 型 和 有 关 的 概念 ,以 增加 感 
性 认识 和 背景 知识 .许多 事实 不 给 出 证 明 , 因 为 涉及 超出 本 书 范 
围 的 数学 知识 . 

(A) 几 族 纽 结 与 链 环 

(A1) 环 面 结 

这 是 历史 上 受到 系统 研究 的 最 早 的 一 族 ( 德 国 数学 家 施 莱 
尔 (Schreier) ,1923). 设 p 是 正 整 数 ,g 是 非 零 整数 . 在 空间 中 常 
规 的 环 面 (轮胎 面 ) 上 并 列 p 条 平行 线 ,在 绕 行 一 图 与 原来 线头 
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相 接 以 前 分 g 次 每 次 向 右 错 位 一 条 线 . 这 样 得 到 的 图 形 称 为 环 
面 结 7 如 果 g 是 负 的 , 那 就 向 左 错位 而 不 是 向 右 . 


OOOO 


Ts Ts,s Ts 


另 一 说 法 是 用 坐标 . 在 空间 直角 坐标 系 里 , 环 面 上 的 点 可 以 
用 两 个 角 坐 标 ,9 来 表示 : 
Z 一 (3 十 cosO)cosy9 
tor 
z=sin0 
(这 是 以 x 一 y 平面 上 的 圆周 x: 十 y' 二 9 为 轴线 ,粗细 半径 为 1 
的 轮胎 面 . ) 其 上 以 方程 p=gqp 十 2kx 《p,q 是 固定 的 整数 ,k 是 
任意 整数 ) 确 定 的 图 形 就 是 工 ,,。. 
环 面 链 环 T,,, 有 以 下 一 些 性 质 可 以 从 投影 图 看 出 : 
。 如果,9 互 素 , 那 么 T,., 是 纽 结 ;如 果 4 是 p,q 的 最 大 公 
因数 ,那么 链 环 T,. ,有 4 个 分 支 . 
。 Ti, 与 7 总 是 平凡 的 纽 结 . 
“72 是 可 逆 的 链 环 . 
“7T。,-" 是 了 ,的 镜 象 . 
可 以 证 明 ,T,," 同 痕 于 T。， 因此 ,除去 平凡 纽 结 以 外 ,我 们 
不 妨 设 2 委 2 委 |9|. 环 面 链 环 的 同 痕 分 类 情况 是 ， 
。34 。 


只 要 19| 之 2，7T* 同 痕 于 Tw, 当 且 仅 当 户 一 如 ，4 一 9 
7T:._: 则 与 了:,: 同 痕 . 


T,,s 
(A2) 双 桥 结 


这 是 历史 上 得 到 系统 研究 的 第 二 族 (德国 数学 家 舒 柏 特 
(Schubert) ,1956). 它 与 连 分 式 有 不 解 之 缘 . 

设 ccz,…，c 是 一 串 非 零 整 数 ( 可 以 有 正 有 负 ). 作 投影 图 
如 下 图 左 方 所 示 , 此 图 中 <, 表示 该 位 置 的 交叉 点 数目 ,如 果 交 
叉 方 向 与 图 上 不 同 则 <, 应 赋 以 负 号 . (注意 一 共 四 条 线 , 第 一 、 
二 线 交叉 处 以 正 ( 右 手 ) 螺 旋 交 叉 为 正 , 第 二 .三 线 交 叉 处 以 负 
(左手 ) 螺 旋 交 叉 为 正 , 第 四 线 拉 直 . 底部 连 线 规则 是 ,最 后 交叉 
的 两 条 线 在 底部 不 相 联 . ) 图 右 方 是 例子 , 这 种 链 环 称 为 双 桥 链 
环 , 名 称 的 由 来 参看 本 节 (C2) 段 . 

以 B。.…,。 表 示 这 个 链 环 ,那么 以 下 性 质 是 不 难 从 投影 图 看 
出 的 . 

。B_. -是 B. 的 镜像 
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Bs 右手 三 叶 结 B， 简单 图 大 
网 2 
Bz,z 八字 结 Bz2,1,2 正 怀特 乱 链 环 
。 B.,. ,与 85. exusi 同 痕 , 也 与 Br,t1-e -co 。， ,-。 同 
痕 . 
* 当 r 是 奇数 时 ,5. ,。,…,, 与 已 .， .oo 同 痕 . 
作 连 分 数 
1 
1 
“十 已 十 
1 
Cr 


把 它 化 简 成 分 数 各 ,p 之 0. 那么 可 以 证 明 ， 

. 当 p 是 奇数 时 它 是 纽 结 , 否 则 是 双 分 支 的 链 环 . 

. 如 果 两 个 双 桥 结 的 最 简 分 式 是 和 与 4 ,那么 它们 同 痕 的 
充分 必要 条 件 是 加 一 z ,并 且 9 二 g' modp 或 qq' 三 1 modz- 

. 一 个 双 桥 链 环 无 手 征 的 充分 必要 条 件 是 9 二 一 1 modp. 


* 双 桥 链 环 都 是 可 逆 的 . 
。36 。 


(A3) 排 又 结 
设 Cl9C29°° 9Cm 是 一 串 奇 数 ,其 个 数 m 也 是 奇数 ， 作 投 影 图 
如 下 图 左 方 所 示 


图 中 <, 表示 该 位 置 的 交叉 点 数目 ,如 果 交 叉 方 向 与 图 上 相反 则 
c; 应 算 作 负 的 ;图 右 是 例子 . 因为 图 的 样子 像 一 种 油 炸 面食 , 北 
方 叫 “ 排 又 ?>, 所 以 叫 排 叉 结 , 记 作 已 ,< 由 于 和 与 cycn 
全 是 奇数 , 它 是 一 个 纽 结 . (当然 也 可 以 取消 这 些 限 制 , 那 就 能 得 
到 相当 复杂 的 链 环 . ) 不 可 道 纽 结 ( 参 看 $4) 的 最 早 得 到 证 明 的 
例子 就 是 排 又 结 . 美国 数学 家 特 洛 特 (Trotter)1964 年 证 明了 ， 
如 果 |p|,14q1, rl 是 三 个 不 同 的 奇数 ,都 大 于 1, 则 Poor 不 可 
逆 . 

(B) 纽 结 与 链 环 的 运算 

有 许多 办 法 从 较 简 单 的 纽 结 或 链 环 构 作 出 更 复杂 的 纽 结 或 
链 环 来 . 

(B1) 链 环 的 拼 

两 个 链 环 ,互相 远离 的 拼 在 一 起 ,就 构成 一 个 新 的 链 环 ,其 
分 支 数 是 原先 那 两 个 链 环 的 分 支 数 之 和 . 这 个 新 的 链 环 就 叫做 
先前 两 个 链 环 的 拼 : 如 果 一 个 链 环 能 分 解 为 两 个 链 环 的 拼 , 这 链 
环 就 是 可 分 离 的 ,否则 它 就 是 不 分 离 的 (参看 8$ 3). 

相应 地 ,两 个 投影 图 , 互 不 交叉 地 次 在 一 起 ,我 们 称 之 为 原 
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先 那 两 个 投影 图 的 拼 , 它 是 那 两 个 链 环 的 拼 的 投影 图 . 

请 读者 注意 , 链 环 的 拼 与 链 环 投影 图 的 拼 是 两 个 不 同 的 概 
念 ,虽然 它们 有 密切 关系 . 两 个 投影 图 的 拼 所 代表 的 链 环 , 是 它 
们 各 自 代表 的 链 环 的 拼 . 但 是 两 个 链 环 的 拼 的 投影 图 , 却 不 一 定 


是 (然而 一 定 同 痕 于 ) 它 们 各 自 的 投影 图 的 拼 .例如 《人 ) ， 


虽然 它 代 表 的 链 环 是 两 个 平凡 纽 结 的 拼 , 但 它 作为 投影 图 来 说 
是 连通 的 ,不 是 两 个 投影 图 的 拼 . 它 可 以 经 过 一 次 R2 变换 变 成 
两 个 圆圈 的 拼 . 

(B2) 纽 结 与 链 环 的 和 (连通 和 ) 

在 一 条 绳 上 先后 打 两 个 结 ,其 结果 成 为 那 两 个 结 的 和 . 很 明 
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显 ,这 加 法 满足 结合 律 ,平凡 结 起 着 零 的 作用 . 交换 律 可 以 从 下 
图 看 出 . 


-< ~ 一 C29 oo D. 


按照 正式 的 说 法 , 纽 结 是 简单 闭 曲 线 , 这 时 纽 结 的 和 该 怎样 
定义 呢 ? 设 一 个 纽 结 可 以 移动 到 某 个 位 置 使 得 空间 中 某 个 平面 
与 它 只 有 两 个 交点 . 把 该 平面 两 侧 的 部 分 各 用 贴近 平面 的 直 
线段 封闭 起 来 ,分 别 得 到 两 个 纽 结 . 我 们 就 说 原来 的 纽 结 分 解 为 
这 两 个 新 纽 结 之 和 . 例如 8 1 习题 2 中 的 懒散 结 是 两 个 右手 三 
叶 结 之 和 ,而 方 结 则 是 一 个 右手 三 叶 结 与 一 个 左手 三 叶 结 之 和 . 
. 38。 


ST 


ds 


反 过 来 说 , 先 给 好 两 个 纽 结 ,怎样 构 作 它们 的 和 呢 ? 我 们 应 
该 在 这 两 个 纽 结 上 各 取 一 个 走向 ,成 为 上 向 纽 结 , 设 为 Ki ,KK;. 


A WD A 


QW 
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把 它们 放 在 一 个 平面 的 两 侧 , 分 别 把 它们 的 一 小 段 (随便 哪 一 小 
段 都 可 以 ) 拉 向 分 隔 平面 ,然后 如 图 把 它们 在 那 平面 处 接 通 ,使 
得 走向 互相 协调 . 这 就 得 到 原来 两 个 有 向 纽 结 的 和 ,又 称 连通 
和 , 记 作 KK,# KK,. 

值得 注意 的 是 ,即使 对 于 无 向 纽 结 ,定义 它们 的 连通 和 时 也 
应 先 赋予 走向 ,否则 就 有 不 同 的 接 通 方法 ,得 到 的 结果 可 能 互 不 
同 痕 . (当然 ,如 果 KK,,K; 都 是 可 逆 的 纽 结 , 那 就 无 所 谓 了 . ) 
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就 像 每 个 正 整 数 在 乘法 运算 下 有 唯一 的 因子 分 解 一 样 ,每 
个 非 平凡 纽 结 可 以 分 解 成 素 纽 结 的 连通 和 ,而 且 这 样 的 分 解 式 
是 唯一 的 . 寨 纽 结 是 指 那 种 非 平 凡 纽 结 , 它 不 能 再 分 解 成 两 个 非 
平凡 纽 结 的 连通 和 了 . 例如 三 叶 结 .八字 结 , 环 面 纽 结 , 双 桥 纽 结 
都 是 素 纽 结 . 

我 们 可 以 类 似 地 定义 两 个 链 环 的 和 (连通 和 ). 如 果 瑟 ，Z 


a Wp 
() 


。 40° 


分 别 有 c(CLD)，,c(CL2) 个 分 支 ,那么 玉林 L 有 c(Li#L,)==c(L) 
十 c(Z2) 一 1 个 分 支 . 确切 的 定义 不 但 要 取 定 走向 ,而 且 必 须 指 
明 工 ; 的 哪个 分 支 与 工 ; 的 哪个 分 支 相 接 通 ,否则 结果 显然 各 不 
相同 . 

非 平凡 的 链 环 也 可 以 唯一 地 分 解 成 素 链 环 的 连通 和 ;一 个 
链 环 称 为 是 素 的 链 环 ,如 果 它 不 是 平凡 纽 结 ,而且 如 果 分 解 成 两 
个 链 环 的 连通 和 的 话 , 那 两 个 链 环 中 一 定 有 一 个 是 平凡 纽 结 . 按 
这 个 定义 ,两 分 支 的 平凡 链 环 是 素 的 ,其 它 所 有 的 可 分 离 链 环 都 
不 是 素 链 环 . 因为 
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在 纽 结 理论 中 ,人 们 很 自然 地 把 主要 精力 集中 在 研究 素 纽 
结 和 素 链 环 , 因 为 它们 就 像 积 木 块 , 别 的 纽 结 与 链 环 都 是 由 它们 
搭 起 来 的 . 历史 上 所 有 的 纽 结 表 , 都 只 列 出 素 纽 结 . 

相应 于 链 环 的 连通 和 这 种 运算 ,我 们 来 定义 投影 图 的 连通 
和 . 设 一 个 投影 图 工 与 平面 上 的 某 条 简单 闭 曲 线 S 只 有 两 个 交 
点 , (经 过 平面 变形 ,我 们 总 能 把 S 变 成 圆周 . ) 把 该 投影 图 处 于 
S 的 内 部 和 外 部 的 部 分 分 别 用 贴近 $ 的 互相 平行 的 驱 线 封闭 起 
来 ,得 到 两 个 新 的 投影 图 . 我 们 就 说 投影 图 工分 解 为 S 内 、S 外 
那 两 个 投影 图 的 连通 和 ， 

照 投影 图 工 在 水 平面 上 布置 线 强 做 出 链 环 的 模型 ,在 交叉 
点 处 的 下 线 在 这 水 平面 上 ,上 线 微微 隆起 . 然后 在 空间 中 使 5 
以 内 的 那 部 分 平面 向 下 沉 ,S 以 外 的 部 分 向 上 升 ,曲线 S 仍 保留 
在 水 平面 上 . 这 个 模型 的 新 位 置 就 与 水 平面 只 有 两 个 交点 . 按照 
链 环 的 连通 和 的 定义 它 被 分 解 为 水 平面 以 下 .以 上 两 个 部 分 的 
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连通 和 ,这 两 部 分 在 水 平面 上 的 投影 怡 是 原 投影 图 工 的 在 S 之 
内 、 之 外 的 两 部 分 . 这 就 说 明了 ,如 果 投 影 图 被 分 解 成 两 个 投影 
图 的 连通 和 (按照 刚才 的 定义 ) ,那么 它 所 代表 的 链 环 也 相应 地 
分 解 成 两 个 链 环 的 连通 和 (按照 早先 的 定义 》. 

(B3) 卫 星 结 

设 天 是 一 个 纽 结 ; 设 是 包含 在 常规 的 实心 环 V (实心 轮 
胎 ) 之 内 的 一 条 简单 闭 曲 线 , 假 定 在 V 内 不 可 能 收缩 得 很 小 . 
现在 设法 把 实心 环 V 放 到 KK 的 位 置 . ( 先 把 V 切断 , 放 到 天 的 
位 置 后 再 把 切口 按 原 样 粘 合 ,成 为 一 个 打 了 结 天 的 实心 环 父 . ) 
这 时 的 新 位 置 KK' 也 是 一 个 纽 结 . 这 样 得 到 的 纽 结 KK' 称 为 
的 一 个 卫星 结 ,相对 地 KK 就 称 为 玉 ' 的 主星 结 . 卫星 结 比 主星 结 
复杂 ,因为 多 一 些 曲 折 . 

这 种 作法 非常 灵活 ,概括 了 许多 运算 . 

例 1 以 下 左 图 为 模子 做 出 来 的 卫星 结 称 为 双 股 扣 结 , 比 
如 下 右 图 是 三 叶 结 的 一 个 双 股 扣 结 . 
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既然 把 V 放 到 Y 位 置 的 过 程 中 允许 切 开 再 粘 合 ,就 不 排除 
在 粘 合 前 扭转 几 周 . 于 是 ,即使 是 平凡 纽 结 的 双 股 扣 结 ,也 因 捍 
转 周 数 q 的 不 同 而 异 . 
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例 2 用 实心 环 表 面 的 环 面 结 做 模子 做 出 的 卫星 结 叫 作 缆 
结 .下 图 是 三 叶 结 的 一 个 三 股 缆 结 . 
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例 3 纽 结 的 连通 和 也 可 以 看 成 是 一 种 卫星 结 . 
可 以 证 明 , 如 果 下 是 非 平 凡 的 纽 结 ,那么 它 的 任意 一 个 卫 
。 4d3* 


DO 


和 KK, 也 是 非 平凡 的 . 如 果 KK' 是 KK 的 卫星 结 而 天 也 是 天 "的 
结 ,那么 K 与 天 ' 一 定 同 痕 ， 

《cy 组 结 与 环 复杂 程度 的 几 种 指标 

链 环 的 分 支 数 当然 是 链 环 的 复杂 程度 的 一 种 指标 . 我 们 来 
介绍 另外 几 种 指标 . 

(Cl) 交叉 指标 

一 个 投影 图 的 复杂 程度 的 最 明显 的 指标 ,是 其 中 交叉 点 的 
个 数 . 一 个 纽 结 或 链 环 的 交叉 指标 ,是 指 它 的 投影 图 最 少 有 多 少 
个 交叉 点 . 换 名 话说 ,一 个 链 环 的 交叉 指标 是 n 的 意思 是 : (1) 它 
有 一 张 个 交叉 点 的 投影 图 , (2) 它 的 每 一 张 投影 图 都 至 少 有 
个 交叉 点 . 

例 交叉 指标 为 0 的 纽 结 是 平凡 纽 结 . 纽 结 与 链 环 的 表 ( 如 
本 书 末 的 ) 通 常 都 是 依 交叉 指标 排列 的 :三 叶 结 的 交叉 指标 是 
3,8 字形 结 的 是 4. 

例 一 个 纽 结 与 它 的 镜像 显然 有 相同 的 交 又 指标 . 

例 环 面 纽 结 T,,,,2 志 p<q 的 交叉 指标 是 (p 一 1)g. 

上 面 这 件 事 是 1989 年 刚刚 证 出 的 一 条 定理 ! 读者 不 免 许 
异 :这 从 图 上 看 不 是 很 显然 吗 ? 其 实 不 然 . 要 证 明 某 个 纽 结 或 链 
环 的 交叉 指标 是 x, 是 很 不 容易 的 事 . 刚才 解释 了 它 的 两 层 意 
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思 , (1) 是 容易 的 , 画 个 图 就 行 了 ;C2) 却 很 难 证 明 ; 你 怎样 保证 别 
人 想 不 出 交叉 点 更 少 的 投影 图 呢 ?! 两 个 纽 结 之 和 的 交叉 指标 ， 
显然 不 会 超过 它们 的 交叉 指标 之 和 . 但 是 ,两 个 纽 结 之 和 的 交叉 
指标 是 否 一 定 等 于 它们 的 交叉 指标 之 和 呢 ? 这 况 是 至 今 不 曾 证 
明 的 猜测 ,一 个 未 知 的 谜 ! 

第 三 章 中 ,我 们 将 用 新 近 发 现 的 不 变量 一 琼斯 多 项 式 , 来 求 
出 交错 链 环 的 交叉 指标 . 

(C2) 桥 指标 

纽 结 是 空间 的 一 条 简单 闭 曲 线 , 其 上 的 点 有 高 有 低 , 一 般 说 
来 不 会 全 在 一 个 水 平面 上 . (全 在 一 个 平面 里 的 纽 结 一 定 是 平凡 
的 . ) 当 我 们 沿 纽 结 前 进 时 ,从 逐渐 上 升 到 逐渐 下 降 的 一 段 称 为 
一 个 桥 拱 , 走 过 低 谷 后 进入 的 下 一 次 起 落 算 作 另 一 个 桥 拱 ,这 样 
每 条 简单 闭 曲线 被 划分 成 若干 个 桥 拱 . 设 给 定 了 一 个 纽 结 . 在 与 
该 纽 结 同 痕 的 所 有 纽 结 中 桥 拱 的 最 少 个 数 , 称 为 该 纽 结 的 桥 指 
标 . 本 节 (A2) 段 的 双 桥 结 的 名 字 就 是 这 么 来 的 . (也 可 以 换个 说 
法 ,去 数 峰 顶 ( 比 附近 点 都 高 的 点 ) 的 数目 ,或 去 数 谷底 ( 比 附 近 
点 都 低 的 点 ) 的 数目 ,所 得 结果 是 一 样 的 . ) 

桥 指 标 为 1 的 纽 结 一 定 是 平凡 纽 结 . 这 是 因为 ,如 果 只 有 一 
个 桥 拱 , 这 个 纽 结 与 每 个 水 平平 面 至 多 相交 于 两 点 . 于 是 可 以 控 
下 图 所 示 把 它 逐 渐 压缩 下 来 . 另 一 种 看 法 是 ,这 纽 结 的 侧面 投影 
图 与 每 条 水 平 线 至 多 交 于 两 点 ,因此 可 以 通过 一 串 R1 变换 变 
成 平凡 投影 图 . 

链 环 的 桥 指标 可 以 类 似 地 定义 . 

桥 指标 也 是 容易 定义 而 不 容易 计算 的 . 但 是 它 在 理论 上 比 
较 重要 ,因为 已 经 证 明 它 的 两 条 重要 性 质 . 我 们 以 5(L) 表 示 链 
环 工 的 桥 指标 . 

(D65( 世 并 Li) 一 6() 十 b(L2) 一 1, 或 者 说 
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bi#L2)—1= C067)—1)+ LL2)—1). 

(2) 如 果 纽 结 天 ' 是 纽 结 KK 的 卫星 结 , 而 且 KK' 不 与 太 同 
痕 , 那 么 6(K')>>6b(K). 

性 质 (1) 提 示 我 们 ,如 果 我 们 定义 2(Z) 一 5(CZ) 一 1, 以 它 作 
为 衡量 复杂 程度 的 指标 ,那么 我 们 就 可 以 说 ,两 个 链 环 的 连通 和 
的 复杂 程度 是 那 两 个 链 环 的 复杂 程度 之 和 ,而 复杂 程度 是 0 的 
只 有 平凡 纽 结 . 性 质 (2) 说 ,卫星 结 如 果 不 与 主星 结 同 痕 , 就 一 定 
比 主星 结 复杂 程度 更 高 . | 

性 质 (1) 的 推论 之 一 是 :两 个 不 平凡 纽 结 的 和 不 可 能 是 平凡 
纽 结 . 换 名 话说 , 打 好 一 个 结 以 后 不 可 能 接着 打 一 个 结 来 与 它 抵 
销 . 


习 ”是 
1. 线 强 魔 术 之 一 . 
用 一 条 线 绳 , 先 打 一 个 左手 三 叶 结 ,可 是 不 拉 紧 ;再 打 一 个 右手 三 叶 结 ， 
成 为 一 个 方 结 ,也 不 拉 紧 ;然后 以 迅捷 的 手法 穿插 一 下 ,看 来 这 结 更 结 
实 了 . 然而 一 拉 紧 , 线 强 结 消失 了 ! 
原来 这 是 一 个 平凡 纽 结 . 
这 与 8 5(C) 中 “不 能 用 打 结 来 解 结 ?的 说 法 有 没有 了 矛盾 ? 
ee LO6。 


一 -全 六 
= 
“ CY 
I 
2. 线 强 麻 术 之 二. 


= 


拿 两 把 锁 好 的 挂 锁 , 做 一 个 强 图 把 它们 套 住 ,如 图 , 交 给 观众 ,请 他 们 
试 着 把 强 轿 取 下 一 来 . (当然 不 许 害 断 绳 圈 ,也 不 许 开锁 . ) 然 后 ,不 去 
。4d?7°. 


动 强 图 ,把 两 把 锁 互 相 扣 起 来 . 这 时 强 圈 居然 可 以 取 下 了 ! 试 解释 这 
个 现象 . 
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第 二 章 ”琼斯 多 项 式 


一 一 80 年 代 的 一 颗 数 学 明珠 


纽 结 理论 的 主要 课题 ,是 寻求 既 有 强 的 分 辨 不 同 纽 结 的 能 
力 ,又 易于 计算 的 同 痕 不 变量 . 1928 年 ,美国 数学 家 阿 历 山大 
(Alexander) 取得 重大 的 突破 ,他 给 每 个 纽 结 联系 上 一 个 多 项 
式 不 变量 . 1969 年 ,英国 数学 家 康 伟 (Conway) 在 研究 这 个 不 变 
量 的 计算 方法 时 对 它 稍 作 改进 , 改进 后 的 阿 历 山大 多 项 式 ,是 给 
每 个 有 向 投影 图 工 对 应 上 一 个 多 项 式 A(Z). 这 里 说 的 多 项 式 
比 中 学 里 讲 的 多 项 式 概念 稍 广 ,是 指 有 限 多 个 形 如 ait 的 项 的 
和 ,各 项 的 系数 w 都 是 整数 ,而 : 的 方 矫 * 则 可 以 是 整数 也 可 以 
是 半 整 数 | 如 十 十, 士 也 等 |. 4(Z) 就 称 为 工 的 阿 历 山大 多 项 
式 . 这 个 对 应 有 下 面 三 个 基本 性 质 : 

(1) 同 痕 不 变性 . 对 有 向 投影 图 施行 三 种 初等 变换 R1， 
R2, R3 时 ,4(L) 都 不 改变 ,因而 同 痕 的 有 向 链 环 有 相同 的 阿 历 
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山大 多 项 式 . 


(2) 拆 接 关系 式 ， 
AAA( A )—AC XX ) 十 (三 一 六 去 )A( 法 ) 一 0， 
NO AS AN 二 人 中 于 二 入 

其 中 的 XX ，3， 汪 :代表 三 个 几乎 完全 一 样 的 有 向 


投影 图 ,只 在 某 一 交叉 点 附近 有 画 出 的 不 同形 状 . 
(3) 标 准 值 . 平凡 的 投影 图 ( ) 对 应 于 最 简单 的 非 零 多 项 


式 ,4 OO )=1. 


同 痕 不 变性 告诉 我 们 ,如 果 两 个 有 向 投影 图 的 阿 历 山大 多 
项 式 不 相等 ,它们 就 不 同 痕 . 例如 三 叶 结 的 阿 历 山大 多 项 式 是 * 
一 1 十 ', 所 以 三 叶 结 不 是 平凡 的 . 不 过 ,有 相同 的 阿 历 山大 多 
项 式 的 两 个 纽 结 却 不 一 定 等 价 . 我 们 不 能 用 阿 历 山大 多 项 式 来 
辨别 方 结 与 懒散 结 ,也 不 能 区 分 左手 三 叶 结 与 右手 三 叶 结 . 阿 历 
山大 多 项 式 区 分 不 同 纽 结 的 本 领 相 当 大 ,19 世纪 末 的 纽 结 表 中 
的 那些 交叉 数 不 超 过 8 的 素 组 结 ,它们 的 阿 历 山 大 多 项 式 各 不 
相同 ,这 就 从 数学 上 证 明了 它们 确 是 不 同 的 组 结 . 阿 历 山大 多 项 
式 的 发 现 ,是 纽 结 理论 的 一 个 里 程 碑 . 

拆 接 关 系 式 (2) 是 康 伟 的 重要 发 现 . 它 告 诉 我 们 , 当 在 一 个 
交叉 点 处 改动 投影 图 时 ,对 阿 历 山大 多 项 式 有 什么 影响 . 在 不 改 
变 图 中 每 条 线 的 走向 的 前 提 下 ,只 有 两 种 改动 办 法 : 

穿越 ; 


义 一 义 
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重 接 ， 


/ ~ 、 
穿越 使 这 个 交叉 点 的 正 负 号 反 转 ,而 重 接 则 实际 上 消除 了 这 个 
交叉 点 . 拆 接 关系 式 使 我 们 能 把 一 个 投影 图 的 计算 归 化 为 另外 
两 个 (往往 较 简 单 的 ?投影 图 的 计算 ,十 分 有 用 ,使 康 伟 本 来 准备 
用 计算 机 作 的 一 些 计算 ,用 手 算 就 完成 了 . 有 趣 的 是 ,后 来 分 子 
生物 学 的 研究 表明 ,穿越 与 重 接 也 是 DNA 的 几何 结构 发 生 改 
变 的 两 种 基本 方式 (参看 第 六 章 $ 3). 

以 上 是 有 关 多 项 式 不 变量 的 历史 背景 , 

1984 年 春天 ,新西兰 数学 家 琼斯 (Jones ) 在 讲 他 关于 算 子 
代数 (这 是 泛 函 分 析 的 一 个 领域 ,与 理论 物理 学 中 的 量子 力学 有 
密切 关系 ) 的 研究 成 果 . 听众 中 的 美国 拓扑 学 家 伯 曼 (Birman) 
告诉 他 ,演讲 中 的 一 组 公式 与 拓扑 学 中 研究 纽 结 不 变量 时 遇 到 
的 一 组 公式 很 相像 . 经 过 几 次 长 谈 , 琼 斯 终于 弄 清 了 两 者 之 间 的 
联系 ,从 他 关于 算 子 代数 的 定理 中 引伸 出 纽 结 与 链 环 的 一 个 多 
项 式 不 变量 . 它 是 同 痕 不 变量 ,有 类 似 的 拆 接 关系 式 因而 计算 也 
方便 ,然而 使 人 惊奇 的 是 , 它 能 辨别 左 .右手 三 叶 结 ,因而 为 研究 
纽 结 与 链 环 的 手 征 性 提供 了 有 力 的 工具 . 

一 位 泛 函 分 析 学 家 在 纽 结 理论 中 取得 重大 突破 ! 这 戏剧 性 
地 说 明了 表面 上 相距 甚 远 的 数学 分 支 之 间 有 着 深刻 的 联系 和 内 
在 的 统一 性 ,使 数学 界 大 为 激动 . 纽 结 不 变量 的 研究 也 因此 被 推 
到 世界 数学 绎 台 的 中 央 , 非 常 活 牙 ,硕果 累累 . 

一 方面 ,发 现 了 二 元 多 项 式 不 变量 ,包含 阿 历 山大 多 项 式 与 
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琼斯 多 项 式 这 两 个 一 元 多 项 式 为 特殊 情形 ,鉴别 力 比 二 者 都 更 
强 ,而 计算 一 样 方便 . 这 样 的 二 元 多 项 式 不 变量 ,迄今 已 发 现 了 
互相 独立 的 两 种 . 

另 一 方面 ,找到 了 纽 结 理论 与 量子 统计 力学 、 量 子 场 论 的 结 
合 点 ,大 大 丰富 了 数学 与 理论 物理 学 之 间 的 交叉 . 这 不 但 大 大 推 
动 了 理论 物理 学 的 前 进 , 反 过 来 ,物理 学 家 们 也 为 数学 作出 贡 
献 ,提出 了 一 系列 的 纽 结 不 变量 . 

再 一 方面 ,建立 了 琼斯 多 项 式 的 状态 模型 ,可 以 从 投影 图 直 
接 把 琼斯 多 项 式 写 出 来 ,这 就 为 琼斯 多 项 式 的 几何 应 用 开辟 了 
道路 . 百年 前 编 纽 结 表 的 先驱 者 们 提出 的 关于 交错 纽 结 的 一 个 
猜测 就 是 用 了 琼斯 多 项 式 才 得 到 了 证 明 . 

这 一 系列 进展 都 发 端 于 琼斯 的 开创 性 工作 . 四 年 一 度 的 世 
界 数学 家 大 会 1990 年 在 日 本 京都 举行 时 ,琼斯 荣获 菲 尔 兹 奖 ， 
这 在 数学 界 是 相当 于 诺 贝尔 奖 的 殊荣 . 而 在 大 会 上 介绍 琼斯 的 
成 就 的 , 正 是 为 琼斯 多 项 式 的 诞生 贡献 了 一 份 力量 的 伯 曼 . 1990 
年 获 菲 尔 效 奖 的 一 共有 四 人 , 另 三 人 有 二 人 是 理论 物理 学 家 ,这 
二 人 也 对 纽 结 不 变量 理论 有 所 贡献 ， 

本 章 的 内 容 就 是 用 状态 模型 方法 来 介绍 琼斯 多 项 式 . 这 种 
讲法 完全 不 需要 高 等 数学 的 准备 知识 ,而 且 几 何 意 义 很 明显 . 
§ 1 讲 什么 叫 琼斯 多 项 式 , 8 2 和 § 3 用 状态 模型 法 构 作 出 这 个 
不 变量 ,并 且 证 明 其 基本 性 质 . 在 书 末 的 附 表 中 ,我 们 列 出 了 各 
纽 结 与 链 环 的 琼斯 多 项 式 . . 


§ 1 琼斯 的 多 项 式 不 变量 


琼斯 的 主要 贡献 是 
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定理 ”存在 一 个 对 应 V, 给 每 个 有 向 投影 图 工 联系 上 :的 
整数 系数 多 项 式 了 (ZL) ,满足 以 下 三 个 条 件 : 
(1) 同 痕 不 变性 
如 果 有 向 投影 图 志和 与 二 互相 同 痕 , 它 们 所 对 应 的 多 项 式 相 
等 ,V(L)=V(L'). : 
(2) 拆 接 关 系 式 
入 


、 pt ~ 7/ 1 _L 
一 1 一 一 名 > -一 了 -- 一 . 
Vv( 和 )—t*V 信人) (13—t 2) V 一) 


AN AN 入 外 二 一 入 安全 梯 的 大 让 
其 中 的 > ， 冯 ， 汉 代表 三 个 几乎 完全 一 样 的 有 向 投 
影 图 ,只 在 某 一 个 交叉 点 附近 有 画 出 的 不 同形 状 . 

(3) 标 准 值 

平凡 纽 结 ( ) 所 对 应 的 多 项 式 是 


vO )=1， 
我 们 称 V (ZL) 为 工 的 琼斯 多 项 式 . 
性 质 (1),(2),(3) 使 我 们 能 够 相当 方便 地 算出 一 些 常见 的 
纽 结 与 链 环 的 琼斯 多 项 式 . 
例 1 平凡 链 环 . 
把 拆 接 关系 用 于 下 面 三 个 投影 图 . 左边 两 个 都 是 平凡 纽 结 ， 


() 
二 


它们 的 V 都 是 1, 所 以 
1 te =( VOO), 
从 而 VDIC7= 一 (2 十 纪 )， 
记 6= 一 (t-: 十 如 ). 反复 使 用 刚才 的 办 法 就 能 证 明 ,如 果 
工 是 由 c 个 互 不 交叉 的 图 组 成 的 投影 图 , 它 的 琼斯 多 项 式 VC(L) 
一 人 


例 2 简单 圈套 . 
把 拆 接 关系 用 于 


CUU COWD OG) 


中 间 是 平凡 链 环 ,右边 是 平凡 纽 结 ,所 以 
te VO 6=0i i) 1, 
从 而 ve VU ) ) 一 一 上 2 一 上。 


把 拆 接 关 系 用 于 


CO GD OD 


就 能 算出 了 (( 凡 7)) 一 一 二 一 天， 
简单 圈套 这 两 种 不 同 定向 互 不 同 痕 , 我 们 以 前 已 经 用 环绕 
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数论 证 过 了 ,现在 用 琼斯 多 项 式 又 一 次 得 到 验证 . 
例 3 三 叶 结 . 
先 算 右手 三 叶 结 . 把 拆 接 关 系 用 于 


心 内 总 


中 间 是 平凡 纽 结 ,右面 是 例 2 中 已 经 算出 的 简单 圈套 . 所 以 


区 内、 ) 一 上 1 一 ( 坟 一 二 二 (一 太一 友 )， 


算出 V( AN )=t+e 


要 算 左手 三 叶 结 ,就 要 用 另 一 组 


信 护 心 


这 次 左面 是 平凡 纽 结 ,右面 是 例 2 已 算 过 的 ,所 以 写 出 拆 接 关 系 
后 算出 


Vl ( )= 一 二 ‘十 t 十 


左右 手 三 叶 结 的 琼斯 多 项 式 不 一 样 , 所 以 它们 不 同 痕 . 
例 4 8 字形 结 . 
用 拆 接 关 系 


中 间 是 平凡 纽 结 ,右边 是 例 2 算 过 的 简单 链 环 ,所 以 


1- eV 人 ) 一 上 1 一 ( 妇 一 上 32) (一 上 2 一 上 2 )， 
| 9 一 + 一 2 一 1 _ 2 
化 简 得 V( ») )=t" t+1—itte. 


以 上 的 例子 使 我 们 熟悉 了 拆 接 关系 式 的 用 法 . 按照 先 简单 
后 复杂 的 原则 ,我 们 总 能 设法 用 拆 接 关系 把 一 个 投影 图 归结 为 
两 个 比 它 简单 的 投影 图 ,所 以 每 个 投影 图 的 琼斯 多 项 式 在 原则 
上 总 可 以 根据 那 三 条 基本 性 质 (1)、(2)、(3) 计 算出 来 . 问题 是 在 
于 , 拆 接 关系 的 用 法 太 灵 活 了 . 对 于 给 定 的 投影 图 ,你 可 以 先 在 
这 个 交叉 点 用 它 , 也 可 以 先 在 另 一 个 交叉 点 用 它 . 按 不 同 的 顺序 
施用 于 各 交叉 点 ,所 得 的 结果 会 不 会 不 相同 而 导致 蔬 盾 呢 ? 琼 斯 
的 定理 说 ,不 会 的 ,因为 存在 一 个 唯一 确定 的 多 项 式 V(L) ,不 
管 你 怎么 算 , 最 后 结果 总 是 它 . 

琼斯 证 明 他 的 定理 的 办 法 ,是 利用 算 子 代数 的 研究 成 果 把 
这 个 Y(Z) 构 造 出 来 . 我 们 在 下 两 节 中 ,将 用 考 夫 曼 Kauffman) 
提出 的 尖 括 号 多 项 式 来 构 作 出 定理 中 的 V(L》. 
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习 题 
试 利用 拆 接 关 系 式 算出 书 末 附 表 中 的 组 结 5 与 5: 的 琼斯 多 项 式 . 


§ 2 ”大 括号 多 项 式 


现在 让 我 们 来 尝试 构 作 纽 结 与 链 环 的 同 痕 不 变量 . 我 们 暂 
且 不 在 链 环 上 规定 走向 ,也 就 是 说 我 们 考虑 的 是 无 向 链 环 . 我 们 
企图 给 每 一 个 投影 图 规定 一 个 多 项 式 , 投 影 图 工 的 多 项 式 记 作 
4) (叫做 工 的 尖 括 号 多 项 式 ) ,希望 它 具备 一 些 基本 性 质 . 既然 
我 们 用 交叉 点 的 多 少 作 为 衡量 一 个 投影 图 复杂 程度 的 主要 指 
标 , 我 们 自然 希望 知道 当 我 们 抹 去 一 个 交叉 点 时 ,这 多 项 式 会 怎 
样 改变 . 有 两 种 办 法 来 抹 去 一 个 交叉 点 :把 上 下 两 条 线 都 断 开 然 


后 如 图 重新 接 上 ， 
NU 


XT 
2 


我 们 的 第 一 个 基本 假设 是 . ~、 
(a) X= 二 十 8 DC 
这 个 式 子 里 的 三 个 小 图 ,分 别 代表 三 个 几乎 完全 一 样 的 投影 图 ， 
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它们 只 在 一 个 小 区 域内 彼此 不 同 , 式 子 里 画 出 的 就 是 这 局 部 的 
不 同形 状 . 所 以 式 (a) 代 表 了 无 数 个 下 面 那样 的 等 式 ， 


(CV) :=4( 0) +BONY 
公式 (a) 可 以 这 样 来 解释 .两 条 交叉 的 线 把 交叉 点 附近 分 成 
四 片 . 把 上 边 的 线 沿 反 时 钟 方向 转 到 下 边 的 线 , 所 扫 过 的 两 片 标 
以 字母 A, 另 两 片 标 以 字母 B; 


公式 (a) 可 以 看 成 


(DL = > ,+8¢ DC 7， 


等 式 右 边 是 “打开 4 通道 "再 乘 以 4, 加 上 “打开 6 通道 "再 乘 以 
B. 按照 这 种 解释 ,公式 (a) 也 包含 了 下 面 的 公式 


| ~ =BC +A4CANC Y. 
(a' ) ‘XK < DG 


因为 这 交叉 点 的 标记 方式 是 Dx 

公式 (a) 称 为 ( 工 ) 的 拆 接 关系 式 . 

以 CC) 表示 平面 上 的 一 个 简单 闭 曲线 . 如 果 L 与 L; 是 
两 个 投影 图 ,以 L [|Z 表示 元 与 的 拼 , 即 把 二 与 互 不 
相交 也 互 不 交叉 地 拼 在 一 起 构成 的 新 的 投影 图 . 我 们 的 第 二 条 
基本 假设 是 
(b) 《 C) [iL)=a(L), 
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这 里 的 字母 d 也 是 多 项 式 的 变 元 . 这 就 是 说 ,如 果 在 投影 图 中 
随便 什么 地 方 添上 一 个 不 交叉 的 图 ,多 项 式 就 要 乘 上 d, 例 如 


((0) (=a OO 
最 后 一 个 基本 假设 是 为 最 简单 的 投影 图 () 规定 一 个 最 
简单 的 多 项 式 , 即 


(c) 《 () ”一 1 


我 们 的 多 项 式 (L) 暂 时 是 三 个 变 元 4,B,d 的 整数 系数 的 
多 项 式 . 上面 三 条 基本 假设 是 不 是 把 这 多 项 式 确定 下 来 了 呢 ? 如 
果 一 个 投影 图 没有 交叉 点 , 它 就 由 一 些 互 不 相交 的 简单 闭 曲线 
组 成 . 假设 (b),(c) 告 诉 我 们 

(N 条 互 不 相交 的 简单 闭 曲线 ?一 必 
对 于 有 交叉 点 的 投影 图 ,每 用 一 次 基本 假设 (a) 我 们 抹 掉 一 个 交 
又 点 ,最 后 总 能 把 交叉 点 全 部 抹 掉 ,归结 成 上 述 没 有 交叉 点 的 情 

形 . 所 以 ,随便 给 你 一 个 投影 图 , 你 总 能 用 把 交叉 点 逐个 抹 去 的 

办 法 ,最 后 算出 这 投影 图 的 多 项 式 来 . 下 页 上 提供 了 运用 这 个 程 
序 的 实例 . 不 过 ,这 里 有 个 值得 注意 的 问题 :如 果 你 按 两 个 不 同 
的 顺序 把 交叉 点 逐个 抹 去 ,所 得 的 计算 结果 是 否 一 定 相同 ? 若 发 
生 冲 突 ,就 不 好 了 . 地 而 在 我 们 这 里 , 抹 去 的 顺序 与 最 后 结果 没 
有 关系 . 事实 上 ,我 们 可 以 把 最 后 结果 用 公式 写 出 来 . 
交叉 点 排 顺 序 : 抹 去 交叉 点 1: 


1 2 A ~ 
3 3 3 
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抹 去 交叉 点 2: 


4 aA 4 < B B < 合 B 
3 3 3 3 
抹 去 交叉 点 3: 
信 弛 如 蕴 的 的 的 的 
a B A 2 A 名 A 色 
试 设想 把 全 部 交叉 点 都 抹 去 后 的 状态 (而 不 去 理会 它们 被 
抹 去 的 顺序 ). 每 个 交叉 点 处 都 打开 了 一 个 通道 ,不 是 4 通道 就 
是 8 通道 . 换 句 话 说 ,我 们 规定 :投影 图 工 的 一 个 状态 S 是 一 组 
选择 ,对 每 个 交叉 点 选取 一 个 打开 的 通道 . 表示 状态 的 方法 是 在 
每 个 交叉 点 处 放 一 个 标记 显示 打开 的 通道 . 如 果 世 有 zf(ZD) 个 交 
叉 点 ,那么 它 共 有 2 中 个 状态 . 
对 于 一 个 状态 5S, 以 i(S) 记 S 所 打开 的 4 通道 的 个 数 ， 


7(S) 记 打开 的 避 通 道 的 个 数 , 1S1 记 这 些 通 道 全 部 打开 后 那个 
没有 交叉 点 的 投影 图 由 多 少 个 简单 闭 曲 线 组 成 . 例如 


A oo 


i(S)=1, j(S)=2, |S|=2. 
用 公式 (a) 来 逐个 抹 去 其 全 部 交叉 点 ,也 就 把 (L) 展 开 成 
2 项 之 和 ,每 一 项 对 应 于 一 个 状态 . 在 展开 过 程 中 每 打开 一 个 
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4 通道 出 现 一 个 因子 4, 每 打开 一 个 B 通道 出 现 一 个 因子 B, 最 
后 出 现 的 那些 简单 闭 曲 线 提供 4 的 一 个 方 寡 , 所 以 状态 $ 对 这 
展开 式 的 贡献 是 4 Bd"1. 于 是 我 们 得 到 

命题 1 (Z)= 49BiS4dls-1, 这 里 的 和 式 是 对 投影 图 
工 的 全 体 状态 求 和 . 这 个 公式 称 为 尖 括 号 多 项 式 的 状态 模型 公 
式 . 

结 起 来 ,我 们 已 经 做 的 是 ,对 于 每 一 个 投影 图 (更 准确 地 

说 是 无 向 投影 图 ) 工 ,规定 了 一 个 多 项 式 ( 工 ), 它 是 字母 A,B,d 
的 多 项 式 , 系 数 都 是 整数 . 我 们 现在 来 问 :怎样 从 人 工 ) 得 到 纽 结 
与 链 环 的 同 痕 不 变量 呢 ? 

为 此 我 们 要 考察 ( 工 ) 在 工 的 三 种 初等 变换 R1,R2,R3 之 下 
有 什么 变化 . 先 看 R2. 反复 运用 基本 假设 (a), 中 ) ,我 们 算得 

( XT =4( 页 +8O CC 


—— ~ 
= A ”十 4B( 一 )» 
-元 三 


十 B4《 ) ( +B 和 人 ) 
=A4B( ) C,)， 


二 (A 十 B’ 十 ABqd)( 


所 以 ,如 果 A,B,d 之 间 有 关系 式 4B=1 和 4d 二 一 4A: 一 B’, 那 么 
(就 在 R2 下 不 变 . 我 们 还 高 兴 地 发 现 , 一 旦 ( 工 ) 在 R2 下 不 变 
它 在 R3 下 也 不 变 ,因为 


(> =A SL) +B TE ) 


三 4 = +B 2 -C ) 


~ ， 
~ 人 
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R2 ~ 
=4( SX )+8 DC 》 


=( ~ 人 ) 

归结 起 来 ,我 们 有 

命题 2 如 果 4,B,4d 之 间 有 关系 式 AB=1, 与 d= 一 A 一 
B? ,那么 ( 工 ) 就 在 R2,R3 这 两 种 初等 变换 之 下 不 改变 . 

有 鉴于 此 ,我 们 从 今 以 后 规定 B= A ',d= 一 4: 一 A™. 把 
《(L) 中 的 B 和 4d 都 按 此 代入 后 ,《 工 ) 的 表达 式 中 就 只 有 4 了 ,但 
4 的 方 赛 不 一 定 是 正 整 数 , 也 可 以 是 负 整数 . 平常 说 到 多 项 式 
时 ,变量 肩膀 上 的 方 次 只 能 是 正 整数 的 ,我 们 今后 就 放宽 来 理 
解 ,多 项 式 的 各 项 中 变量 的 方 次 可 以 取 任 意 整数 . 这 样 我 们 就 仍 
旧 可 以 说 ,( 工 ) 是 变 元 4 的 整数 系数 多 项 式 . 

( 工 ) 在 初等 变换 R1 下 的 改变 也 不 难 算出 : 


《 ro )=4( OO )+B( 5 
=(Ad+B)( 一 一 )= 一 4( -一 一 ). 


同 理 ( es )= 一 A 一 ~ ). 
命题 3 记 a= 一 A:. 那么 


ro )=a( 一 一 )， 
es )=a-'( 一 全， 


这 个 命题 在 计算 (ZL) 时 相当 有 用 . a 这 个 记号 也 很 形象 , 象 
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是 一 条 铁丝 被 拧 了 一 下 . 


例 1 ‘CUA QO +a GD ) 


一 4a 十 4 一 一 4 一 4 


例 2 ‘CQ =a 局) )+A- A ) 
=A(—A'—A-)+A-'a’ 
= 一 A 一 A 十 47. 

失 括 号 多 项 式 (L) 在 R1 下 是 要 改变 的 , 乘 上 a*'. 我 们 不 可 
以 为 了 使 ( 世 ) 在 R1 下 不 变 而 再 简单 地 要 求 a 二 1 了 ,否则 就 有 
4 二 一 1,(L) 就 不 再 是 个 多 项 式 而 只 是 一 个 整数 ,包含 的 信息 太 
少 了 . 


思 考题 ” 试 证 明 ,如 果 在 (上 ) 中 令 4= 一 1, 那 么 (上 ?的 值 等 于 
(一 2)*0-1, 其 中 c(L) 是 链 环 工 的 分 支 数 . 


作为 小 结 ,我 们 来 引进 一 个 概念 . 两 个 投影 图 工 与 元 ,如 果 
可 以 通过 一 连 串 R2 与 R3 变换 把 工 变 成 L' (注意 不 许 用 R1)， 
我 们 说 工 与 元 ' 是 正规 同 痕 的 (regular isotopy). 这 样 我 们 就 可 
以 小 结 说 , 尖 括 号 多 项 式 ( 工 ) 是 无 向 投影 图 工 的 正规 同 痕 不 变 
量 . 


§ 3 琼斯 多 项 式 及 其 基本 性 质 


为 了 把 尖 括 号 多 项 式 改造 成 为 一 个 同 痕 不 变量 ,我 们 需要 
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设法 抵 销 R1 变换 所 引起 的 改变 . 所 以 我 们 转 而 考虑 有 向 的 纽 
结 与 链 环 ,投影 图 的 每 条 线 上 也 就 有 了 用 箭头 表示 的 走向 . 对 于 
这 种 有 向 投影 图 工 ,我 们 过 去 (上 一 章 8$4) 定 义 过 它 的 拧 数 
w(L), 这 是 工 的 各 交叉 点 的 正 负 号 之 和 . w( 工 ) 也 是 在 初等 变换 
R2,R3 之 下 不 变 , 而 在 R1 之 下 改变 的 . 我 们 设法 把 尖 括 号 多 项 
式 和 拧 数 结合 起 来 ,使 它们 在 R1 下 的 变化 互相 抵 销 . 

定义 ”对 于 有 向 投影 图 工 ,定义 

f(L)=a “(LL), 

这 里 ( 工 ) 表 示 把 LL 上 的 箭头 去 掉 后 那个 无 向 投影 图 的 尖 括 号 多 
项 式 . ( 记 住 ,a 一 一 4. ) 这 了 (LI) 是 变 元 4 的 整 系数 多 项 式 . 

定理 1 f/(ZL) 是 有 向 链 环 的 同 痕 不 变量 . 

证 明 : 对 于 有 向 投影 图 来 说 , 拧 数 w( 工 ) 在 R2,R3 下 显然 都 
不 变 . 与 2 的 命题 2 合 起 来 , 知 f(L) 在 R2,R3 下 不 变 . 在 R1 
变换 下 , ( 世 ) 是 要 变 的 (8 2 命题 3),w(L) 也 要 变 ,它们 的 变化 


在 了 (ZL) 的 式 子 中 恰好 消去 . 例如 当 用 R1 变换 把 -一 人 变 成 


一 他 时,( 了 乘 上 a 而 wD) 加 上 1, 所 以 了 (1)=a (7) 
没有 改变 . 证 毕 . 

这 样 我 们 终于 得 到 了 有 向 链 环 的 一 个 同 痕 不 变量 . 为 了 与 
§ 1 中 琼斯 的 记号 一 致 ,再 做 一 个 变 元 替换 4 一 二 4， 

定义 ”有 向 链 环 的 琼斯 多 项 式 V(L) 定 义 为 

VO DA G4), 

它 是 变 元 1 的 整 系数 多 项 式 . (这 里 我 们 进一步 放宽 多 项 式 的 概 
念 , 人 允许 变 元 的 方 次 是 半 整 数 . 参看 习题 1. ) 

定理 2 有 向 投影 图 工 的 同 痕 不 变量 了 (ZL)7 具 有 以 下 两 条 
基本 性 质 ， 


(Di VG XX )—itV XX )=(2 ti)V >< )， 
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QDVC OO )=1. 


证 明 : ”根据 () 的 基本 性 质 (a) 与 (a’ )， 
人、 SA J 
‘X )=4( 汉 ?+4 (DC )， 


《 XxX 一 4 汉 十 4 DC )， 


、 /AN rp a/ ~ 
所 以 A( XA XK = A490 冯 
把 式 子 ()= 二 ea” 中 fC(L) 代 入 上 式 , 由 于 


A/ vv RD 
w X= tw XK wl 1， 


得 到 


4ar XX )— A-ia-if( D4 )=04 A- fC >< )， 


即 44 X ) 一 4-7 XX )=(4-— AVfC >< ). 


这 是 f(ZL) 的 拆 接 关系 式 .用 4=t-* 代 入 即 得 (i) 式 . 性 质 
(ai) 是 明显 的 .证 毕 . 

这 样 我 们 就 证 明了 1 中 叙述 的 琼斯 的 定理 . 

附 记 : 多项式 (Z) 与 /(Z) 是 考 夫 曼 (Kauffman) 提 出 的 . 
对 比 V(L) 的 拆 接 关系 式 () 与 上 面 证 明 中 的 /(L) 的 拆 接 关系 
式 , 就 看 出 把 V (ZL) 与 /(Z) 联 系 起 来 的 代 换 是 A 二 :+ 或 := 
A™. 
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例 /( CT ) ) 一 cr-2 GD ， ) 


一 4- 6 一 .44 一 
一 一 4- 2 一 4- 10。 


TV (CU) ) 一 一 二 一 三 
例 把 AN )=a 人 


一 一 4-?( 一 45 一 4-3 十 4-7) 
一 4- 十 4-2 一 4-1， 
A )=t+2 2 
习 


1. 试 证 明 , 对 于 任 一 有 向 投影 图 ,A(L) 的 各 项 中 4 的 方 次 总 是 偶数 . 因 
而 VCLD) 中 各 项 的 + 的 方 次 或 者 是 整数 ,或 者 是 整数 加 、 
2. 试 证 明 ,在 琼斯 多 项 式 的 拆 接 关系 式 中 的 三 个 投影 图 之 间 , 一 定 有 关系 


cl X ) 一 cf XxX )=c( > ) 士 1， 


这 里 c(L) 表 示 投 影 图 工 的 分 支 数 , 由 此 证 明 , 当 c(L) 是 奇数 时 ,V 
(Z) 中 上 的 方 次 都 是 整数 * 当 c( 工 ) 是 偶数 时 ,Y(Z) 中 上 的 方 次 都 是 整 


数 加 去 
3. 计算 (WD 并 证 明 W 不 是 平凡 的 ， 


"(Cob 


一 个 投影 图 工 的 镜像 二 "是 指 把 工 的 每 个 交叉 点 的 上 线 改 
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作 下 线 ,下 线 改作 上 线 所 得 到 的 投影 图 . 如 果 设 想 纸 面 是 一 块 镜 
子 ,L' 就 是 工 在 这 镜子 中 的 像 . (参看 第 一 章 $ 2. ) 

命题 1 (LL')(4)=(L)(47')，w(L’)= 一 w(L),， 
f(L")(4)==f(L) (4 ,因而 VCL*)(t)=V()(). 

证 明 : ”第 一 式 是 因为 从 尖 括 号 多 项 式 的 状态 模型 来 看 ， 
LL 的 4 通道 怡 好 是 工 的 B 通道 ,L' 的 B 通道 则 是 工 的 A 通 
道 . 第 二 式 是 显然 的 . 后 两 式 是 前 两 式 的 推论 . 证 毕 . 

推论 ”如 果 链 环 工 与 它 的 镜像 同 痕 , 那 么 上 (ZLD (Gz) 二 V(L) 
GD) , 即 了 (Z) 对 于 上 与 太 ! 说 来 是 对 称 的 . 

由 于 三 叶 结 荆 的 VCT)=t 十 #8 一 t' ,关于 :与 二 ' 不 对 称 ,所 
以 下 是 有 手 征 的 . 在 有 琼斯 多 项 式 以 前 ,这 件 事 是 很 不 容易 证 
明 的 . | 

一 个 有 向 投影 图 工 的 逆 L 1!, 是 指 把 工 的 走向 反 过 来 ( 即 全 
部 箭头 都 反 转 ) 得 到 的 有 向 投影 图 . (参看 第 一 章 8 4. ) 志 与 艺 
有 相同 的 拧 数 ,因为 在 一 个 交叉 点 处 把 两 条 线 的 箭头 同时 反 转 
并 不 改变 这 交叉 点 的 正 负 号 . 因此 F(CL =f(IDD,V( =V 
(L). 不 论 工 与 7-! 是 否 同 痕 , 它 们 的 琼斯 多 项 式 总 是 一 样 的 ， 
所 以 琼斯 多 项 式 没 有 能 力 来 鉴别 出 不 可 道 的 链 环 . 

对 于 纽 结 (一 个 分 支 的 链 环 ) 来 说 ,只 有 两 个 走向 ,得 到 相同 
的 琼斯 多 项 式 ,所 以 说 到 组 结 的 琼斯 多 项 式 时 实在 不 必 去 提 及 
它 的 走向 ， 

对 于 有 不 止 一 个 分 支 的 链 环 , 如 果 只 改变 一 部 分 (而 不 是 全 
部 ) 分 支 的 走向 ,琼斯 多 项 式 是 会 发 生变 化 的 . 但 下 面 的 命题 说 
明 , 这 种 变化 只 限于 乘 一 个 形 如 苹 的 因子 (& 是 整数 ). 除 这 点 差 
异 外 ,琼斯 多 项 式 基本 上 与 走向 无 关 . 比如 下 一 章 8 2 讨论 的 跨 
度 , 即 1 的 最 高 方 星 与 最 低 方 血 之 差 ,就 与 走向 无 关 . 

命题 2 设 工 是 有 向 链 环 ,& 是 它 的 一 个 分 支 .把 的 走向 
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反 转 ,而 不 改变 工 的 其 余 分 支 的 走向 ,得 到 有 向 链 环 L' ,那么 V 
(7') 二 tr*V(ZL), 其 中 4 是 与 工 的 其 余 各 分 支 的 环绕 数 之 和 . 

证 明 : (ZL')= (LL), 因 为 尖 括 号 多 项 式 与 走向 无 关 . 计算 
拧 数 时 ,只 有 与 其 它 分 支 交叉 处 的 正 负 导 变 了 ,这 些 正 负 号 之 
和 恰好 是 与 这 些 分 支 的 环绕 数 之 和 的 2 倍 . (参看 第 一 章 
§4.) 所 以 w(tL)==w(L) 一 44. 于 是 f(L')==a “(1L')= 
otra-wD4L) 二 AWfCL). 用 A=t 导 代入 ,得 VC )=t ?VCL). 
证 毕 . 

由 此 可 见 , 琼 斯 多 项 式 也 包含 了 环绕 数 的 信息 . 

关于 有 向 链 环 的 和 与 拼 的 琼斯 多 项 式 , 我 们 有 

命题 3 〈i) VCL#L)=V (LOV(L,); 

GD VD LL)=— +)V (LOV CL). 
在 Gi) 中 工 #L, 表示 有 向 链 环 工 与 L; 的 和 ( 见 第 一 章 35), 不 
论 六 的 哪个 分 支 加 到 L, 的 哪个 分 支 上 都 行 . 这 命题 的 证 明 并 
不 困难 ,请 读者 自己 来 作 . 

例 


Qu 3 
的 两 种 不 同 的 和 


入 


QR>se 


它们 是 不 等 价 的 ,因为 它们 的 分 支 是 不 同 的 纽 结 . 然而 根据 命题 
3, 它 们 的 琼斯 多 项 式 相同 . 


习 题 
4. 计算 方 结 与 懒散 结 的 琼斯 多 项 式 . 
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三 章 ， 交 错 纽 结 与 交错 链 环 


交错 纽 结 与 交错 链 环 是 最 早 引 起 编制 纽 结 表 的 人 注意 的 一 
类 纽 结 与 链 环 . 我 们 先 说明 其 定义 . 链 环 的 投影 图 称 为 是 交错 
的 ,如 果 沿 着 该 图 中 的 每 条 线 ,交叉 点 都 是 一 上 一 下 一 上 一 下 地 
交替 出 现 的 . 一 个 纽 结 或 链 环 称 为 是 交错 纽 结 或 交错 链 环 ,如 果 
它 有 交错 的 投影 图 . 下 面 是 方 结 的 两 个 投影 图 ,左边 那个 不 交错 
而 右边 那个 是 交错 的 ;所 以 方 结 是 交错 结 . 


0 


看 看 纽 结 表 , 交叉 数 小 于 8 的 纽 结 全 都 是 交错 结 , 表 中 第 一 
个 不 交错 的 投影 图 是 8。 你 能 断定 它 不 是 交错 结 吗 ? 它 会 不 会 
同 痕 于 一 个 (哪怕 是 交叉 点 很 多 的 ?交错 的 投影 图 呢 ? 对 于 81, 这 
个 纽 结 来 说 ,到 1930 年 才 有 人 证 明了 它 确 实 不 是 交错 纽 结 
组 结 理论 的 先驱 者 泰 特 (Tait) 等 人 在 上 世纪 末 制 作 第 一 张 
纽 结 表 时 ,就 注意 到 一 条 经 验 规律 :一 个 交错 的 投影 图 往往 是 该 
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纽 结 的 最 简单 的 ( 即 交叉 点 最 少 的 ?投影 图 . 为 了 把 这 条 经 验 归 
纳 成 一 个 数学 命题 ,我们 先 观察 两 种 例外 的 现象 . 
第 一 ,下 图 的 投影 图 中 央 的 那个 交叉 点 很 易 除 去 ,只 需 把 标 
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着 的 那 一 块 翻转 妈 可 . 如 果 原 投影 图 是 交错 的 ,新 的 就 也 是 
交错 的 . 这 种 交叉 点 称 为 可 去 的 ,其 特征 是 :该 交叉 点 近 傍 的 四 
片 中 有 两 片 属于 四 岔 地 图 (参看 第 一 章 8 2 或 本 章 8 17 的 同一 
个 区 域 . 

第 二 ,如 果 下 图 左 方 那 个 投影 图 是 交错 的 ,那么 把 标 着 


了 vv 180° 
所 中 一 


的 那 块 翻转 所 得 的 右 方 投影 图 就 不 是 交错 的 ,而 两 者 的 交叉 点 
数 相同 . 按照 第 一 章 8$ 5 的 说 法 ,这 样 的 投影 图 是 玉 ,F 那 两 个 
非 平凡 的 投影 图 的 连通 和 . 其 特征 是 ,在 四 盆地 图 中 某 两 个 区 域 
有 不 止 一 条 公共 边界 . 

泰 特 等 人 的 经 验 规 律 是 :一 个 交错 投影 图 如 果 没 有 可 去 交 
叉 点 , 它 所 代表 的 链 环 就 不 会 有 交叉 点 更 少 的 投影 图 . 这 条 经 验 
规律 到 1986 年 才 被 考 夫 曼 (Kauffman) 和 村 杉 (Murasugi) 证 
明 ,成 为 数学 上 的 定理 , 所 用 的 工具 正 是 琼斯 多 项 式 . 

本 章 的 主要 目的 就 是 介绍 琼斯 多 项 式 的 这 个 应 用 . 为 此 我 
们 先 在 $1 中 讨论 与 交错 纽 结 关系 密切 的 一 个 地 图 着 色 问 题 : 


四 岔 地 图 的 着 色 . 8 2 中 我 们 研究 交错 链 环 的 琼斯 多 项 式 的 跨 
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度 , 从 而 证 明 泰 特等 人 的 经 验 规律 . 8 3 中 我 们 证 明 交 错 链 环 的 
琼斯 多 项 式 的 系数 正 负 相间 ,因而 8 显然 不 可 能 是 交错 纽 结 
凡是 谈 到 琼斯 多 项 式 时 ,我 们 沿用 第 二 章 中 的 各 种 记号 . 


8 1 四 盆地 图 的 着 色 


在 第 一 章 我 们 讲 过 ,如 果 在 链 环 的 投影 图 中 把 交叉 点 变 成 
相交 点 (不 再 区 分 上 、 下 线 而 在 平面 上 相交 ) ,得 到 的 平面 图 形 叫 
做 四 岔 地 图 ,因为 每 个 分 岔 点 都 是 四 岔 的 . 

命题 1 四 盆地 图 一 定 可 以 用 两 种 颜色 ( 黑 与 白 ) 来 着 色 ， 
使 相 邻 的 区 域 颜色 不 同 . 

证 明 ， 对 分 岔 点 的 数目 作 数 学 归纳 法 . 如 果 分 岔 点 数目 是 
0, 这 地 图 由 若干 条 互 不 相交 的 简单 闭 曲 线 构 成 . 这 图 可 以 这 样 
来 着 色 :如 果 一 个 区 域 落 在 奇数 条 简单 闭 曲线 的 内 部 ,就 着 黑 
色 ; 在 偶数 条 的 内 部 就 着 白色 . 

假设 命题 对 分 岔 点 数 小 于 & 的 四 岔 地 图 都 成 立 , 我 们 来 证 
它 对 有 上 个 分 岔 点 的 也 成 立 . 任 取 一 个 分 岔 点 ,做 如 下 图 所 示 的 


手术 就 得 到 只 有 一 1 个 分 岔 点 的 四 岔 地 图 . 根据 归纳 假设 将 这 
新 图 用 黑白 二 色 着 色 后 , 原 图 也 照 新 图 的 样子 着 色 就 行 了 . 归纳 
法 就 完成 了 . 证 毕 . 

命题 2 ” 设 有 一 个 连通 的 四 盆地 图 ,有 靖 个 分 岔 点 个 区 
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域 . 那么 > 一 * 十 2. 

证 明 : 对 分 岔 点 数目 作 数学 归纳 法 . 当 没有 分 岔 点 时 ,由 
于 这 地 图 连通 , 它 只 能 是 一 条 简单 闭 曲 线 ,r 一 2,z 一 0, 所 以 公式 
成 立 . 

归纳 地 假设 命题 对 分 贫 点 少 于 不 个 的 四 盆地 图 都 成 立 , 我 
们 来 证 它 对 有 上 个 分 岔 点 的 四 盆地 图 M 也 成 立 . 任 取 一 个 分 盆 
点 ,如 下 图 有 两 种 办 法 抹 掉 这 个 分 贫 点 得 到 只 有 一 1 个 分 岔 点 


AL 一 
一 - 熏 个 


DC 

的 四 岔 地 图 . 由 于 原 图 M 连通 ,这 两 个 新 图 中 至 少 有 一 个 也 连 
通 , 记 为 M'. 对 这 个 连通 的 新 图 ,命题 中 的 公式 应 该 成 立 ( 归 纳 
假设 ) , 即 ”一 * 牛 2. 新 图 的 区 域 数 ~' 是 多 少 呢 ? 在 原 分 岔 点 近 
傍 的 四 片 地 方 中 被 打通 的 两 片 ,在原 图 中 一 定 分 属 两 个 区 域 , 否 
则 的 话 新 图 就 不 连通 了 . 因此 新 图 的 区 域 数 ~ 一 "一 1. 显然 于 
二 =n 一 1. 所 以 r 一 1 二 (一 1) 十 2, 妈 rr 二 n 十 2 归纳 步骤 完成 .证 
毕 ， 
平面 上 每 一 张 四 岔 地 图 都 可 以 产生 一 张 交错 投影 图 . 因为 ， 
一 张 四 盆地 图 一 旦 有 了 黑白 着 色 , 我 们 就 可 以 把 它 的 每 个 分 全 
点 改 成 上 下 交叉 ,使 得 从 上 线 按 反 时 钟 方向 转 到 下 线 所 扫 过 的 


区 域 是 黑色 的 .用 我 们 讲 尖 括号 多 项 式 时 的 术语 来 说 ,就 是 使 
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A 标号 恰好 落 在 黑色 区 域 . ) 这 样 得 到 的 投影 图 一 定 是 交错 的 . 


@ 人 


如 果 我 们 按 另 一 种 办 法 ,使 4 标号 都 落 在 白色 区 域 , 也 得 到 一 
个 交错 的 投影 图 , 它 怡 好 是 前 面 得 到 的 那个 的 镜像 . 


习 题 
1. 著名 的 欧 拉 公式 说 ,平面 上 的 一 个 连通 的 地 图 如 果 有 个 分 贫 点 ,r 个 
区 域 ,e 条 边界 线 , 那 么 
7 一 e 十 1 一 2 
试 从 这 欧 拉 公 式 来 证 明 命题 2. 
2. 把 四 岔 地 图 看 成 道路 图 ,每 个 分 岔 点 看 成 十 字 路 口 . 试 证 明 , 对 任 一 四 
岔 地 图 ,我 们 一 定 可 以 用 红 、 蓝 二 色 给 各 条 道路 着 色 (不 是 给 区 域 着 
色 ) ,使 穿越 十 字 路 口 直 行 时 道路 总 变色 ， 


8 2 泰 特 猜测 的 证 明 


本 节 中 ,我 们 考虑 的 投影 图 都 是 连通 的 , 即 不 能 拆 成 两 个 投 
影 图 的 拼 , 对 于 一 个 多 项 式 ,把 它 的 最 高 方 次 与 最 低 方 次 之 差 叫 
作 它 的 跨度 , 记 作 span. 

设 工 是 个 连通 的 、 没有 可 去 交叉 点 的 交错 投影 图 . 我 们 来 
分 析 尖 括号 多 项 式 (L) 的 最 高 次 项 与 最 低 次 项 . 设 这 图 已 用 黑 
白 两 种 颜色 着 色 , 使 得 每 个 交叉 点 处 的 4 片 都 是 黑 的 . 回想 一 
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下 《) 的 状态 模型 展开 式 

(DD) = 2A SAK. 
很 自然 会 猜想 , 人工) 的 最 高 次 项 来 自 那个 “全 4 状态 ”, 即 在 每 个 
交叉 点 处 都 打开 4 通道 的 状态 . 这 个 状态 对 《LL) 的 贡献 是 
4"d ,这 里 4 二 n(L) 是 工 的 交叉 点 数目 . 从 黑白 着 色 图 来 看 ， 
全 4 状态 使 黑色 通道 全 部 打通 ,于 是 黑色 区 域 联 成 一 体 ,把 每 


2 


2 / 


n=]7 W=7 B=12 |Sj=7=W 
个 白色 区 域 都 团团 围 住 互相 隔离 . 以 B 与 W 分 别 表示 原 投影 
图 中 黑色 区 域 数 与 白色 区 域 数 ,那么 |S| 二 W. 所 以 全 A 状态 的 
贡献 是 A"4”'! 一 4 (一 4 一 A ?)”!, 其 最 高 次 项 为 
士 4"+zw-5. 同 理 我 们 猜测 (L) 的 最 低 次 项 是 土 4“"*”，”., 这 
样 我 们 就 猜 到 了 

定理 1 在 上 述 假设 与 记号 下 , ( 世 ? 的 最 高 次 项 与 最 低 次 项 
分 别 是 土 4"+*w-? 与 填 4-"*# ,因而 (二 ) 的 跨度 span (了 ) 一 
4n, 

证 明 :， 我 们 来 分 析 ( 工 ?的 最 高 次 项 . 如 前 以 S 记 工 的 全 4 
状态 . 以 S',S" 等 表示 任意 的 状态 . 注意 9 对 ( 工 ) 的 贡献 是 
4 7) (一 4 一 4-2)181-1, 其 最 高 次 项 的 方 次 我 们 记 作 M(S ) 
二 i(S') 一 j(S') 十 2(1S'| 一 1). 我 们 得 到 下 面 两 个 事实 : 

(i) 如 果 状 态 S' 是 从 状态 S” 把 一 个 4 通道 改 为 8 通道 而 
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得 ,那么 M(S' ) 委 M(S). 原因 是 ,i(S') 一 i (S”) 一 1,j(S') 二 
JS 十 1 ,而 由 于 9 与 8” 的 差别 只 是 一 个 交叉 点 处 的 通道 选 
择 , 所 以 13' 1 一 13"| 士 1. 当 1$'1=13"1 二 1 时 ,MGS 一 MGCS ); 
当 |S |=13"| 一 1 时 ,MsS 一 MGS 7) 一 4. 

(ii) 如 果 状 态 $' 是 从 全 4 状态 5S 改 一 个 通道 而 得 ,那么 
1S 1 = 一 1S1 一 1. 原因 是 , 按 状态 $ 打通 全 部 黑色 通道 后 所 得 的 
简单 闭 曲 线 恰 是 白色 区 域 的 边界 线 ,在 一 个 交叉 点 处 改 开 白 色 
通道 恰 使 两 个 白色 区 域 相 通 , 因 而 边界 线 数目 减少 ;除非 该 交 
叉 点 处 的 两 个 白 片 原 属 同一 个 白色 区 域 , 这 与 我 们 假定 工 没 有 
pe 点 相 这 盾 ， 

一 与 $ 不 同 的 状态 S' ,都 是 从 S 出 发 依次 把 若干 4 通道 
玉成 B 通道 而 得 ,上 述 两 个 事实 使 我 们 知道 , 改 第 一 次 时 ， 
M(S') = 二 和 M(S) 一 4, 以 后 每 改 一 次 ,M(S') 又 不 能 青 升 高 . 所 以 
M(S') 声 M(S) 一 4 达 M(S). 这 证 明了 (LL) 的 最 高 方 次 项 的 确 只 
有 来 自 全 4 状态 的 土 4" 

至 于 方 次 最 低 的 项 ,我 们 完全 相仿 地 论证 它 是 
士 4-" 一 208 一 1)。 

于 是 span( 工 ) 王 [2 十 2( 妈 一 1) 一 [一 ”一 2(B 一 1)j 一 22 十 
2(W 十 B 一 2). 要 证 明定 理 的 最 后 一 句 话 ,只 须 证 明 W 十 B 一 2 


1,. 


注意 WW 十 B 等 于 四 盆地 图 上 的 区 域 总 数 一 根 据 8 1 命题 . 


2 ,对 于 连通 的 四 盆地 图 有 > 一 z 十 2. 这 正 是 我 们 需要 的 . 证 毕 . 
这 个 定理 有 一 连 串 重要 的 推论 ， 
推论 1 设 工 是 一 个 连通 的 .没有 可 去 交叉 点 的 交错 投影 
图 ,其 交叉 点 个 数 是 =( 工 ). 那么 spanV (L) 二 n(L). 
证 明 : 从 Y(Z) 的 定义 知道 spanV ( 工 ) 一 span(L). 注意 ， 
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我 们 讲 过 ,spanV (Z) 本 来 是 与 有 向 投影 图 工 的 走向 无 关 的 . 

推论 2 设 工 . 乙 都 是 没有 可 去 交叉 点 的 交错 投影 图 , 如 果 
荆 与 乙 同 痕 , 那 么 z( 世 ) 一 2 ). 

证 明 :因为 V(Z) 是 工 的 同 痕 不 变量 . 注意 这 推论 对 于 不 连 
通 的 工 ,L' 也 成 立 . (为 什么 ?) 

下 面 我 们 来 对 于 任意 的 (不 必 交 错 的 ) 连 通 投 影 图 工 建 立 
spanV (L) 与 na(L) 的 关系 . 设 S 是 工 的 任 一 状态 .我 们 用 表示 
与 S 正好 相反 的 状态 ,在 每 个 交叉 点 处 5 的 标记 都 与 S 的 相 
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1S1=2 I$|=2 

引 理 1 1S1+1$1<n(7) 二 2. | 

证 明 : 对 工 的 交叉 点 数 = 作 归纳 法 . 当 m 一 0 时 ,151 与 1S1 
都 是 1, 引 理 成 立 (Z 的 连通 性 就 用 在 这 里 1). 假设 引 理 对 n<% 
的 投影 图 成 立 , 设 工 有 个 交叉 点 . 任 取 工 的 一 个 交叉 点 了 ,在 
P 点 处 的 两 个 通道 中 ,至 少 有 一 个 被 切 开 后 不 破坏 连通 性 . 切 开 
这 个 通道 ,得 到 一 1 个 交叉 点 的 连通 的 投影 图 .5 的 标记 决 
定 忆 的 一 个 状态 5',S 的 标记 决定 的 与 8 相反 的 状态 > ,如 
果 尸 处 切 开 的 通道 与 S 的 标记 一 致 ,那么 显然 1S1 一 13 13 1 
=|$1 土 1 (它们 只 在 P 处 按 不 同方 式 切 开 ,参看 定理 1 的 证 
明 ), 于 是 1S| 十 13$1 志 15'| 十 1$'| 十 1; 如 果 卫 处 切 开 的 通道 与 
S 的 标记 相反 ,那么 13 1 一 1$31,13 1 一 131 士 ,同样 有 1S1 十 


1 和 妥 1S 1 上 +13 1 十 1. 根据 归纳 假设 138' 1 十 13 1 一 1 十 2 二 
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十 1 ,所 以 131 二 131 委 4 十 1 十 1 一 4 十 2. 归纳 步骤 完成 . 证 毕 . 

定理 2 对 于 连通 的 投影 图 工 ,总 有 

spanV (ZL ) 委 2( 工 )， 

证 明 : 设 8 是 工 的 全 4 状态 .用 上 一 定理 的 证 法 我 们 看 出 
( 工 ) 的 最 高 方 次 志 n(L) 十 2(|S | 一 1), 最 低 方 次 之 一 n(L) 一 
2(|13| 一 1) ,所 以 span《L) 志 2n(L) 二 2(1S| 十 1$|1 一 2) 志 4n(L). 
因而 spanV (1) =—span(L) Sn(L). 证 毕 . 

推论 3 交错 链 环 的 (没有 可 去 交叉 点 的 ) 交 错 投影 图 必 是 
最 小 的 ( 即 交 叉 点 数 最 少 的 ). 换 句 话说 ,交错 链 环 的 交叉 指数 
(第 一 章 $ 5) ,就 等 于 它 的 没有 可 去 交叉 点 的 交错 投影 图 上 交叉 
点 的 个 数 . 

证 明 : 对 于 连通 的 交错 投影 图 ,这 是 定理 1 的 推论 1 与 定理 
2 联合 得 出 的 结论 , 由 此 推断 这 对 不 连通 的 交错 投影 图 也 成 立 ， 

推论 4 设 工 ,,L, 都 是 交错 链 环 ,交叉 指标 分 别 是 mi ,x 
则 它们 的 连通 和 LL, # 工 ， 的 交叉 指标 是 mi 十 mz. 

证 明 : 与 L 的 没有 可 去 交叉 点 的 交错 投影 图 作 连 通 和 ， 
就 是 工 # Ls 的 没有 可 去 交叉 点 的 交错 投影 图 . 然后 用 推论 3. 

推论 5 无 手 征 的 交错 纽 结 的 交叉 指标 是 偶数 . 

证 明 : 无 手 征 的 交错 纽 结 的 琼斯 多 项 式 的 跨度 是 偶数 . (第 
二 章 8$ 3 的 命题 2 与 习题 2. ) 

更 细致 的 分 析 告 诉 我 们 ; 

引 理 2 设 工 是 一 个 连通 的 投影 图 ,S 是 工 的 一 个 状态 . 假 
定 世 所 对 应 的 四 岔 地 图 上 有 一 个 区 域 忆 满足 以 下 两 个 条 件 ， 

(i) DD 与 其 每 个 邻 区 只 有 一 条 公共 边 ; 

(ii) 在 工 的 黑白 着 色 图 上 , 沿 万 的 边界 $ 的 标记 既 有 黑色 
通道 又 有 白色 通道 . 
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那么 1S1 二 13| 委 2( 世 ). 
证 明 : 对 *(Z) 作 归纳 法 . 当 m 一 2 


时 工 与 S 必定 如 右 图 的 形状 ,所 以 引 
理 成 立 . 

从 "= 一 上 一 到 ”一 “的 归纳 法 步 
骤 可 以 像 证 引 理 1 时 一 样 进 行 ,只 要 
我 们 能 证 明 下 面 的 命题 . 

命题 ” 如果”Z)>2, 我 们 一 定 能 抹 去 工 的 一 个 交叉 点 ( 打 
开 该 处 的 一 种 颜色 的 通道 ) ,使 所 得 的 投影 图 L' 仍 是 连通 的 ,而 
且 仍 有 满足 条 件 (i), (ii) 的 区 域 . 


证 明 : 不 妨 设 D 区 是 黑 颜 色 的 ,D 的 边界 上 的 两 个 交叉 点 
P,P; 处 S 的 标记 分 别 是 黑色 与 白色 的 . 假如 D 的 边界 上 另外 
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还 有 交叉 点 已 ,我 们 打开 P 处 的 白色 通道 来 得 到 L'. 这 乙 仍 是 
连通 的 ,否则 P 处 的 两 个 白 片 属 于 同一 个 区 域 E,D 与 E 就 有 
不 止 一 条 公共 边 , 与 条 件 (i) 抵 触 . 原来 的 DD 区 没有 变化 ,容易 看 
出 它 在 中 仍 满足 条 件 (i)、Gii). 

假如 DD 只 有 Pi、P;i 这 两 个 交叉 点 ,那么 DD 的 两 个 邻 区 Ei、 
Es 的 边界 上 一 定 还 有 别 的 交叉 点 ,因为 工 连通 上 且 nn(ZL)2. 不 
妨 设 PP 是 EE 边界 上 与 Pi 相 邻 的 另 一 交叉 点 . 以 工 , 工 分别 记 


在 P 处 打开 黑 通 道 与 打开 白 通道 所 得 的 投影 图 . 既然 工 连通 ， 
L 与 L: 不 会 都 不 连通 . 如 果 Li 连通 , 取 ==Li, 显 然 D 在 LL 
中 仍 满足 条 件 G), (ii). 如果 Li 不 连通 ,那么 Es 与 不 是 工 的 
同一 区 域 (因为 它们 在 工 , 中 被 隔 开 了 ), 所 以 El=E1 十 F 与 EE， 
在 L, 中 不 是 同一 区 域 . 这 时 取 L' 一 L 就 行 . 证 毕 . 

推论 6 设 工 是 连通 的 投影 图 ,并 且 工 不 能 分 解 成 连通 和 . 
如 果 工 不 是 交错 的 ,那么 

spanV (L)<~n(L). 
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证 明 : 以 5 记 工 的 任 一 状态 . 在 工 的 黑白 着 色 下 ,3 的 标记 
一 定 有 黑 有 白 ,因为 工 不 是 交错 的 . 又 由 于 工 不 能 分 解 成 连通 
和 , 工 的 每 个 区 域 都 满足 引 理 2 中 的 条 件 (i). 由 此 可 见 必 有 满 
足 条 件 Qi) , (ii) 的 区 域 存在 . 据 引 理 2,1S | 十 1$1<n(CL). 然 而 从 
定理 2 的 证 明 中 我 们 已 知 span 《ZL) 志 2n(L) 二 2(1S| 十 1$| 一 
2) ,所 以 span() 委 4(2 (7) 一 1). 因 而 spanV (LL) 一 工 span《) 
<n(L) 一 1. 证 毕 . 

推论 7 素 的 交错 链 环 的 最 小 投影 图 一 定 是 交错 的 . 换 句 
话说 , 素 交错 链 环 的 非 交错 的 投影 图 不 可 能 是 最 小 的 . (此 处 最 
小 是 指 交叉 点 数 最 少 . ) 

附 记 : 引 理 2 的 上 述 证 明 , 是 我 国 数学 家 吴 英 青 1986 年 的 作品 ,当时 
他 是 北京 大 学 的 博士 研究 生 . 


习 题 
1. 连通 的 交错 投影 图 所 代表 的 链 环 一 定 是 不 分 离 的 . 
2. 连通 的 交错 投影 图 如 果 不 能 分 解 为 两 个 非 平凡 投影 图 的 连通 和 , 它 所 
代表 的 链 环 一 定 是 素 的 . 
3. 如 果 两 个 链 环 的 拼 是 交错 链 环 ,这 两 个 链 环 都 是 交错 链 环 . 
4. 如 果 两 个 链 环 的 连通 和 是 交错 链 环 , 这 两 个 链 环 一 定 都 是 交错 链 环 ， 


§ 3 ”交错 链 环 与 交错 多 项 式 


本 节 中 我 们 将 讨论 ,交错 链 环 的 琼斯 多 项 式 有 些 什么 特点 . 
我 们 将 证 明 , 它 的 系数 应 该 正 负 相间 , 即 交错 链 环 的 琼斯 多 项 式 
是 交错 多 项 式 . 这 种 讨论 为 我 们 识别 非 交 错 链 环 提供 了 武器 :如 
果菜 链 环 的 琼斯 多 项 式 不 具备 这 个 特点 , 它 就 不 可 能 是 交错 链 
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环 . 与 上 节 一 样 ,实际 上 我 们 是 讨论 尖 括 号 多 项 式 . 本 节 中 讨论 
的 投影 图 ,都 假定 是 连通 的 . 设 二 是 连通 的 投影 图 ,有 xn(Z) 个 交 
叉 点 . 

在 第 二 章 $ 2 定义 尖 括 号 多 项 式 时 ,我 们 曾 利用 拆 接 关系 
式 把 (Z) 展 开 , 每 抹 去 一 个 交叉 点 时 有 两 种 选择 ,一 个 图 变 成 两 
个 图 ,最 后 得 到 2" 必 个 无 交叉 点 的 图 ,( 工 ) 就 是 这 2" 必 个 简单 图 
的 贡献 之 和 . 这 种 完全 展开 法 ,我 们 曾 用 三 叶 结 投影 图 演示 其 全 
过 程 . 

现在 我 们 来 提出 另 一 种 展开 法 . 先 用 黑白 二 色 把 投影 图 了 
上 色 ,并 给 交叉 点 排 个 顺序 . 我 们 依 此 顺序 来 处 理 各 交叉 点 ,或 
作 展 开 或 不 作 展 开 . 处 理 的 原则 是 :如 果 在 该 点 打开 黑 、 白 两 个 
通道 所 得 的 两 个 投影 图 都 连通 ,我 们 就 在 该 点 作 展开 ;否则 在 该 
点 不 作 展开 . 不 作 展 开 的 点 称 为 截断 点 ,有 两 种 :打开 白色 通道 
后 不 连通 的 , 称 为 黑 截断 点 ,因为 该 点 把 黑色 区 域 分 隔 成 两 截 ; 
打开 黑色 通道 后 不 连通 的 则 称 为 白 截断 点 . (事实 上 ,截断 点 就 
是 上 一 节 所 说 的 可 去 交叉 点 ,不 过 现在 我 们 不 急 着 除去 它们 , 反 
而 要 暂时 保留 它们 ,所 以 换个 名 称 . ) 下 两 页 的 图 用 两 个 实例 演 
示 了 按 连通 性 原则 作 展 开 的 全 过 程 ,图 中 交叉 点 旁 注 的 黑 、 白 二 
字 表 示 截 断 点 的 种 类 , (L) 就 展开 成 最 后 所 得 的 那些 图 的 贡献 
之 总 和 . 

请 注意 一 个 现象 :最 后 得 出 的 那些 图 都 代表 平凡 纽 结 ,事实 
上 都 可 以 用 一 串 R1 步骤 化 成 简单 闭 曲线 ,所 以 它们 的 尖 括 号 
多 项 式 容易 看 出 . 这 是 这 种 展开 法 的 精髓 . 例子 中 我 们 标 出 了 它 
们 的 尖 括 号 多 项 式 以 及 (LL) 的 展开 式 . ( 记 住 ,a= 一 A’,B= 
4-1.) 

对 这 个 展开 过 程 的 分 析 , 是 根据 两 个 简单 的 命题 . 关于 过 程 
的 每 一 步 ,我们 有 
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尖 括 号 :wa oa Q 
展开 式 : (8 一 42a 十 4Ba- 十 Bo 一 一 45 一 4 十 4 

命题 1 在 一 个 交叉 点 作 展开 时 : 

(1) 展开 前 的 图 上 的 黑 、 白 截断 点 ,在 展开 后 的 两 个 新 图 上 
都 仍 是 黑白 截断 点 . 

(2) 在 打开 黑 通道 得 到 的 新 图 上 , 黑 区 域 比 前 少 了 一 个 , 白 
区 域 没有 变 , 黑 截断 点 也 没有 变 ; 在 打开 和 白 通 道 得 到 的 新 图 上 ， 
白 区 域 比 前 少 了 一 个 , 黑 区 域 没 有 变 , 白 截断 点 也 没有 变 . 

证 明 ; (1) 是 显然 的 . (2) 新 打开 的 黑 走 廊 的 两 端 原 属 两 个 
不 同 的 黑 区 域 ,因为 否则 这 里 是 白 截 断 点 ,不 应 作 展 开 . 所 以 有 
所 说 的 结论 . 证 毕 . 
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关于 过 程 终结 时 得 到 的 图 ,我 们 有 

命题 2 设 一 个 连通 的 投影 图 的 每 个 交叉 点 都 是 截断 点 . 
那么 

(1) 此 图 可 以 经 过 一 串 R1 步骤 化 成 简单 闭 曲 线 . 

(2) 黑 区 域 数 二 黑 截 断 点 数 十 1; 

白 区 域 数 = 白 截断 点 数 十 1. 

证 明 : 对 这 种 图 的 交叉 点 数 作 数学 归纳 法 . 当 交 叉 点 数 为 0 
时 显然 成 立 . 归纳 假设 : 当 交 叉 点 少 于 & 个 时 命题 成 立 . 设 工 , 是 
有 个 交叉 点 的 这 种 图 . 任 取 ZL 的 一 个 交叉 点 ,不 妨 设 它 是 黑 
截断 点 (若是 白 截断 点 可 类 似 讨论 ) ,打开 白 通 道 后 断 成 两 个 连 
通 图 工 与 工 ,, 交 叉 点 数 都 小 于 .根据 归纳 假设 ,(1)L 与 ;都 
可 经 R1 步骤 化 成 简单 闭 曲 线 , 所 以 Lo 也 行 ;(2)Lo 的 黑 区 域 数 . 
二 的 黑 区 域 数 十 ZL 的 黑 区 域 数 二 工 的 黑 截断 点 数 十 志 : 的 黑 
截断 点 数 十 2= 世 的 黑 截断 点 数 十 13 工 。 的 白 区 域 数 二 工 的 白 
区 域 数 十 L; 的 白 区 域 数 一 1= 工 的 白 截 断 点 数 十 Li 的 白 截 断 
点 数 十 1 二 Lo 的 白 截 断 点 数 十 1. 证 毕 . 

推论 设 工 是 对 施行 本 过 程 最 后 得 到 的 那些 图 之 一 ， 
那么 

(1) LL 可 以 经 过 一 串 尺 1 步 又 化 成 简单 闭 曲 线 

(2) 工 的 黑 区 域 数 一 L, 包含 的 黑 走 席 数 一 Lo 的 黑 截断 点 
数 十 1; 

工 的 白 区 域 数 一 L。 包含 的 白 走 廊 数 二 L 的 白 截断 点 数 十 
1. 

(3) 如 果 L, 包含 的 走廊 全 是 黑 的 ,那么 Ze 的 黑 截 断 点 与 也 
一 样 多 ;如 果 Lo 包含 的 走廊 全 是 白 的 ， 那么 Z。 的 白 截断 点 与 世 
一 样 多 . 

证 明 : 从 上 面 两 个 命题 立即 可 得 . 
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有 了 这 些 准备 ,我们 现在 来 分 析 交 错 投 影 图 的 尖 括 号 多 项 
式 . 

设 工 是 连通 的 交错 的 投影 图 ,黑白 着 色 后 有 B 个 黑 区 域 ， 
W 个 白 区 域 . 我 们 假定 所 有 分 叉 点 处 的 4 区 都 是 黑 的 ,B 区 都 
是 白 的 . 取 定 其 交叉 点 的 一 个 顺序 ,施行 上 述 的 部 分 展开 法 ,最 
后 得 到 许多 简单 的 图 , 设 Z。 是 其 中 之 一 . 我 们 来 分 析 Lo 对 《L》 
的 贡献 . 

设 L。 有 个 黑 截 断 点 ,gq 个 白 截断 点 ,含有 7 个 黑色 走廊 ， 


这 内 


s 个 白色 走廊 . 黑色 走廊 提供 因子 4 ,白色 走廊 提供 因子 4 
以 Lo 对 ( 工 ) 的 贡献 是 4 一 '(Zo》. 

Lo 既 可 用 R1 化 成 简单 闭 曲线 (推论 之 (1)), 《Lo) 必 可 利用 
拧 数 算出 :给 L 取 一 个 走向 ,算出 拧 数 w(Lo), 则 (Lo0) 二 =a”, 
然而 黑 截 断 点 与 白 截断 点 处 的 形状 一 定 如 图 所 示 , 分 别提 供 拧 
数 一 1 与 十 1, 所 以 (Zoo 一 o 和， 


于 是 L, 对 () 的 贡献 是 4 一 .然而 刚才 的 推论 之 (2) 
告诉 我 们 p 十 r= 二 B 一 1,g 十 ;二 W 一 1, 所 以 p 一 gq 十 r 一 二 B 一 W. 
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Ze 对 (〈 工 ) 的 贡献 可 以 写成 A (Aa -ete = 
A” "(一 4')-?*".B 与 W 是 由 工 决 定 的 ,与 16 无关;p 与 gq 才 
会 随 忆 不同 而 不 同 ,所 以 (的 展开 式 是 


(LD)=A "2 AD). 


结论 是 ,撤去 一 个 因子 4" 后 ,(L) 是 (一 A') 的 正 系 数 多 
项 式 ! 我 们 把 它 写成 

定理 1 设 工 是 连通 的 交错 投影 图 . 那么 撤去 一 个 形 如 
土 4: 的 因子 后 , 《LL) 是 (f(L) 也 是 )( 一 4') 的 正 系数 多 项 式 . 撤去 
一 个 形 如 土 * 的 因子 后 ,V (7) 是 (一 ) 的 正 系数 多 项 式 . 

因此 我 们 说 ,连通 交错 投影 图 的 琼斯 多 项 式 是 交错 多 项 式 ， 
即 其 系数 正 负 相间 . 

例 ”我们 算 过 的 三 叶 结 了 T 的 VC(T)=t 十 # 一 tt. 三 叶 结 是 交 
错 纽 结 ,这 V(T) 的 系数 怎么 看 起 来 
不 正 负 相 间 呢 ?原来 是 里 面 有 缺 项 , 缺 
了 项 . 请 注意 我 们 并 未 排除 有 缺 项 
的 可 能 性 . 下 一 个 例 是 三 叶 结 了 (2,3) 
的 推广 . 

例 以 T(2,) 记 右 图 中 的 上 个 
交叉 点 的 投影 图 . 这 是 个 交错 链 环 ( 当 
上 为 奇数 时 是 纽 结 ,k 为 偶数 时 是 两 个 分 支 的 链 环 ). 在 一 个 交叉 
点 处 作 拆 接 展 开 : 

我 们 得 到 递 推 公 式 (T(2,8))=4CT(2,8 一 1)) 十 A Co 


而 (T(2,1))=( (S) )==a, 由 此 不 难 算出 


(T(2,k))=A* *{Aat+Aia + (A a !) 
+ 二 (A111!). 


* 87. 


|] 
4 
一 ~、 A 
4 DY 
由 于 拧 数 w(T (2,k))==, 所 以 f(T(2,k))= 二 a-*(T(2,k)) = 
42r2 (CATia TA ) + Ai) (Aa 1)? 二 .… 二 (A-! 
a 1)*!}. 于 是 VD)= 1) 
二 (一 D1 二 二 #1。 (2) 
对 于 尖 括 号 多 项 式 的 连通 性 展开 式 作 更 细致 的 分 析 后 ,可 
以 得 到 
定理 2 设 工 是 连通 的 交错 的 有 向 投影 图 , 且 工 不 能 分 解 


成 两 个 投影 图 的 连通 和 . 那么 ,除非 工 与 上 例 中 的 (2,k) 只 有 
走向 与 镜像 之 差别 ,否则 了 (Z) 中 不 会 有 缺 项 , 即 立 () 形 如 


tt 2 at) ,其 中 a>>0 对 于 所 有 的 0 过; 过;. 

有 人 做 过 统计 ,交叉 点 不 超过 13 个 的 一 共 12965 个 素 纽 
结 , 恰 有 6236 个 非 交 错 纽 结 . 例如 8 就 是 非 交 错 纽 结 , 因为 
V (810) = 2. 


习 题 
1. 设 二 是 连通 的 交错 的 投影 图 . 
(1) 设 B=1 或 W=1, 试 证 工 是 平凡 纽 结 . 
(2) 设 B=2 或 W=2, 并 且 工 无 截断 点 . 试 证 工 与 T(2,k) 至 多 只 有 走 
向 .镜像 之 差别 ， 
(3) 试 用 本 节 的 方法 证 明 上 节 的 定理 1. 
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2. 设 工 是 -- 个 投影 图 ,有 xz(Z) 个 交叉 点 ,由 A 个 互相 分 离 的 连通 投影 图 
工 ，,…,L, 拼 成 . 

(1 ) 试 证 明 ,spanY(ZL) 委 2(Z) 十 A 一 工 
(2) 试 证 明 , 如 果 工 是 交错 的 投影 图 ,那么 x 是 工 的 同 痕 不 变量 . 
(3) 试 证 明 ,如 果 工 是 交错 的 投影 图 并 且 没有 可 去 交叉 点 ,那么 
spanV (L) = n(L)++ Am 1. 
(4) 试 证 明 , 如 果 spanV (ZL) 二 nn(L) 十 一 1, 那 么 上 的 每 个 分 离 的 块 
LL ，,…,L; 或 者 是 (没有 可 去 交叉 点 的 ) 交错 投影 图 ,或 者 可 以 分 解 成 
若干 (没有 可 去 交叉 点 的 ) 交错 投影 图 的 连通 和 . 
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第 四 章 ” 总 的 弯曲 量 


本 章 讨论 的 是 闭 折线 的 总 的 折 曲 角度 一 一 全 曲率 ,指出 它 
与 该 闭 折线 是 否 打 结 有 关 . 本 章 的 另 一 个 目的 是 在 研究 方法 上 
为 下 一 章 作 个 引导 . 


$ 1 闭 折线 的 全 曲率 


折线 是 由 直线 段 首尾 相 接 而 成 ,弯曲 只 发 生 在 顶点 处 ,衡量 
弯曲 程度 的 ,是 顶点 处 
的 外 角 , 即 一 段 的 延长 
线 与 另 一 段 的 夹 角 , 取 
值 范围 在 0 与 x 之 间 . 
一 条 闭 折线 的 全 曲率 ， 
就 是 它 的 所 有 顶点 处 的 
外 角 的 总 和 二 a 十 a a 
十 … 十 0. 它 衡量 该 闭 \ 
折线 的 总 的 弯曲 量 . 
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例 ”平面 上 的 凸 多 边 形 是 简单 闭 折 线 . 平面 几何 告诉 我 
们 ,n 边 形 的 内 角 和 是 (x 一 2)r, 外 角 和 是 2x. 所 以 凸 多 边 形 的 
全 曲率 是 2x. 

本 章 的 目的 ,是 证 明 下 面 两 个 定理 . 

芬 舍 尔 (Fenchel) 定理 (1929) ” 设 工 是 空间 中 的 简单 闭 折 
线 . 那么 工 的 全 曲率 不 小 于 2x, 而 且 只 有 当 工 是 平面 上 的 凸 多 边 
形 时 ,全 曲率 才 会 等 于 2r. 

法 利 一 米尔 诺 (Fary 一 Milnor) 定理 (1953〉 设 工 是 空间 
中 的 简单 闭 折线 . 如 果 工 有 结 ( 即 工 所 代表 的 纽 结 不 是 平凡 结 )， 
那么 工 的 全 曲率 大 于 4x. 进一步 说 ,如 果 工 所 代表 的 纽 结 的 桥 指 
标 ( 参 看 第 一 章 $ 5(C2)) 是 5 > 1, 那 么 也 的 全 曲率 大 于 2bx. 

这 两 个 定理 原来 说 的 都 是 光滑 的 简单 闭 曲线 ,我 们 改 成 简 
单 闭 折线 . 

折线 是 由 有 限 多 个 直线 段 首尾 相 接 构成 的 曲线 ,一 般 说 来 
我 们 并 不 要 求 每 个 顶点 处 一 定 发 生 折 曲 ,也 就 是 说 我 们 容许 某 
些 顶点 处 的 外 角 是 零 . 不 过 这 种 顶点 对 于 全 曲率 没有 贡献 ,所 以 
在 本 章 中 ,我 们 假定 所 有 的 顶点 都 是 折 点 ,外 角 都 不 等 于 零 ， 

这 两 个 定理 ,特别 是 前 一 个 ,直观 上 是 明显 的 . 我 们 要 讲 的 
方法 一 方向 分 析 与 面积 原理 一 不 但 对 这 两 个 定理 都 适用 ,而 
且 还 有 许多 别 的 用 处 . (参看 下 一 章 . ) 


习 题 
1. 设 工 是 平面 上 的 n 边 形 ,而 且 设 工 是 四 的 . 试 证 明 , 工 的 内 角 和 是 (n 一 
2)z, 但 是 工 的 外 角 和 (全 曲率 ) 大 于 2x. | 
2. 设 a > 2x. 试 作 一 平面 多 边 形 使 其 外 和 角 和 等 于 ~. 
3. 试 作 一 代表 三 叶 结 的 简单 闭 折 线 也 ,使 其 全 曲率 只 稍 大 于 4x. 
4. 试 证 明 , 打 结 的 简单 闭 折线 至 少 要 有 6 个 折 点 , (提示 :假设 只 有 五 个 折 
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点 ,证 明 其 桥 指标 是 1, 所 以 代表 平凡 结 . ) 


$ 2 方向 球面 芬 舍 尔 定理 的 证 明 


空间 中 有 多 少 方向 ?当然 多 得 不 可 胜 数 . 那么 怎样 来 掌握 、 
来 分 析 如 此 众多 的 方向 呢 ? 取 定 一 个 坐标 原点 O, 以 O 为 中 心 作 
一 个 半径 为 1 的 球面 5. 这 球面 上 的 每 一 点 X 决定 一 条 射线 
OX ,因而 确定 空间 中 的 一 个 方向 . 反 过 来 ,如 果 给 定 了 空间 中 的 
一 个 方向 ,从 O 〇 出 发 沿 这 方向 作 射 线 , 必 交 球面 5 于 一 点 . 这 样 ， 
空间 中 的 方向 就 与 球面 5$ 上 的 点 一 对 一 地 互相 对 应 起 来 了 . 于 
是 我 们 就 用 球面 8 来 代表 空间 中 的 全 体 方向 ,这 球面 有 时 称 为 
方向 球面 . 这 种 想法 其 实 由 来 已 久 . 夜里 看 星 , 每 颗 星 都 不 知 有 
多 远 ,我 们 只 看 到 它们 的 方向 有 差异 . 对 于 观察 者 来 说 ,天 空 就 
象 一 个 深 疼 的 空心 球面 笼 单 着 ,所 以 有 天 球 这 个 观念 .于 是 星 图 
都 画 在 球面 上 ,用 适当 的 经 纬度 来 描述 位 置 . 研究 日 月 星 展 的 方 
位 的 学 间 ,就 叫做 球面 天 文学 . 

方向 球面 5 的 表面 积 是 4x( 因 为 它 的 半径 是 1). 满足 某 个 
条 件 的 方向 所 组 成 的 集合 ,对 应 着 球面 $ 上 的 一 个 图 形 . 这 个 图 
形 的 面积 与 球面 面积 之 比 ,说 明 满 足 该 条 件 的 方向 的 多 少 . 

例 1 设 4,B 是 两 个 点 . 与 线段 48 平行 的 方向 只 有 两 个 ， 
它们 是 S$ 上 与 48 平行 的 那 条 直径 的 两 端 . 与 4B 垂直 的 所 有 方 
向 ,构成 S 上 的 一 个 大 圆 , 它 是 被 过 O 且 垂直 于 48 的 平面 截 出 
的 . 大圆 只 是 一 条 没有 宽度 的 线 ,面积 是 零 . 这 说 明 ,几乎 所 有 的 
方向 都 不 与 4B 垂直 . 

例 2 设 4.B 是 两 个 点 .与 4B 方 向 成 锐角 的 方向 ,构成 球 
面 $ 上 的 半球 面 , 即 例 1 中 的 大 圆 把 5 分 割 成 的 两 个 半球 之 
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一 . 它 的 面积 是 2r, 是 球面 积 4r 的 一 半 . 这 说 明 , 与 4B 成 锐角 
的 方向 占 全 体 方 向 的 一 半 . 

例 3 设 4.8.C 是 三 个 点 ,不 在 一 直线 上 , 从 C 点 向 线段 

48 各 点 作 射线 ,这 些 射线 的 方向 在 方向 球面 S$ 上 构成 一 段 大 贺 
弧 , 其 长 度 等 于 角 4CB 的 大 小 (以 绝 度 为 单位 ). 

现在 我 们 换 一 个 侧面 来 看 折线 的 外 角 . 设 ABC 是 折线 . 我 
们 说 某 个 方向 使 折 点 B 突出 ,如 果 该 方向 与 48B,CB 都 成 锐角 ; 
换 句 话说 ,假如 一 个 人 沿 该 方向 站 着 ( 指 从 脚底 到 头顶 的 方向 )， 
他 将 看 到 B 点 比 4A.C 两 点 都 高 ,B 点 是 折线 4BC 的 顶峰 , 使 折 
点 B 突 出 的 方向 有 和 多少? 这 取决 于 折 点 B 处 的 外 角 PB. 

命题 1 设 ABC 是 折线 .那么 ,使 折 点 B 突 出 的 方向 在 方 
向 球面 S$ 上 所 占 的 面积 为 28, 这 里 8 是 折线 在 B 处 的 外 和 角 ， 

证 明 :我 们 不 妨 以 折 点 B 作为 方向 球面 S 的 球 心 . 作 过 4， 
B,C 三 点 的 平面 ,及 垂直 于 的 直径 PP'. 那么 使 折 点 8 突出 
的 方向 在 方向 球面 S 上 所 构成 的 图 形 , 力 是 以 PP' 为 棱 的 一 个 
二 面 角 在 S 上 截 出 的 月 牙 形 , 该 二 面 角 的 两 个 面 分 别 垂直 于 AB 
和 BC. (根据 例 2, 这 图 形 应 是 与 4B 成 锐角 的 方向 所 成 的 半球 
面 和 与 CB 成 锐角 的 方向 所 成 的 半球 面 之 交 ,所 以 是 月 牙 形 . ) 
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下 图 画 出 了 从 球面 S 切 去 这 二 面 角 的 样子 ,右边 是 截面 上 的 
情景 . 由 图 看 出 ,这 二 面 角 的 大 小 恰 是 折 点 处 的 外 角 8. 二 面 角 
所 截 出 的 月 牙 形 的 面积 与 二 面 角 的 大 小 成 正比 ,而 当 二 面 角 为 


直角 | 到 | 时 月 牙 形 恰 是 球面 的 四 分 之 一 ,面积 为 < 所 以 大 小 为 
8 的 二 面 角 截 出 的 月 牙 形 面积 为 28. 证 毕 . 


现在 设 卫 = 4,4:4:…4。 :4.4， 是 空间 中 的 简单 闭 折线 , 折 
点 4; 处 的 外 角 是 a, 使 折 点 4, 突出 的 方向 所 构成 的 (方向 球面 $ 
上 的 ) 月 牙 形 记 作 7 

我 们 把 空间 中 的 一 个 方向 叫做 好 的 , 如 果 它 与 工 的 各 段 
4,4:,4:4:，…4。.4; 都 不 垂直 . 换 句 话说 ,在 沿 好 方向 站 着 的 
人 看 来 ,区 的 每 一 段 两 端 都 不 一 样 高 . 从 例 1 我 们 知道 ,不 好 的 
方向 构成 几 个 大 圆周 ,总 面积 是 0. 所 以 好 方向 的 集合 妃 所 占 的 
面积 是 4x( 几 乎 所 有 的 方向 都 是 好 方向 ). 

在 沿 好 方向 站 着 的 人 看 来 , 折 点 4,,A,,…,A, 中 总 有 一 个 
最 高 ,是 顶峰 . 所 以 每 个 好 方向 都 至 少 使 一 个 折 点 突出 . 这 就 是 
说 ,好 方向 的 集合 五 包含 于 月 牙 形 Ti 7。 的 并 ,五 CT 
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UT,-… U7';, 于 是 五 的 面积 不 小 于 庄 7; 的 面积 之 科 . 然而 我 们 
已 经 知道 月 牙 形 T; 的 面积 是 2a. 所 以 2a 十 2 二 … 十 26, 之 
47, 即 工 的 外 角 和 


二 二 十 0 之 2X. 
这 正 是 芬 舍 尔 定理 的 结论 之 --. 


对 于 平面 上 的 简单 闭 拍 线 米 说 ,我 们 知道 山 多 边 形 的 外 角 
和 是 2x(8§ 1 的 例 ), 四 多 边 形 的 外 角 和 大 于 2x($ 1 习题 1). 只， 
要 再 加 上 下 面 这 个 命题 , 芬 舍 尔 定理 的 结论 就 全 都 证 明了 . 

命题 2 ” 设 简 单 闭 折线 工 不 在 一 个 平面 内 . 那么 它 的 外 角 
和 一 定 大 于 2x. 

我 们 需要 一 个 引 理 : 

引 理 ” 设 A4,B,C,D 四 点 不 在 同一 个 平面 内 ,并 设 第 五 个 
点 C' 在 线段 CD 上 . 设 折线 ABCD 在 折 点 B,C 处 的 外 角 是 8,7， 
而 折线 4BC'D 在 折 点 B,C' 处 的 外 角 是 B ,7'. 那 么 8 十 7 二 P 
十 7Y'. 


证 明 : 记 ~C'BC 为 因为 B,C,C',D 在 同一 平面 上 , 易 见 
7 ==7' 十 e. 所 以 我 们 只 须 证 明 8 十 二 人， 
由 于 DD 不 在 4,8,C 所 在 的 平面 上 上 ,C' 也 不 在 那 平面 上 . 在 
AB 的 延长 线 上 取 一 点 4'. B4' ,BC,BC' 是 一 个 三 面 角 的 三 条 
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楼 , 这 三 面 角 的 三 个 面 角 分 别 是 sp ,8. 立体 几何 告诉 我 们 ,三 
面 角 的 任意 两 个 面 角 的 和 大 于 第 三 个 面 角 , 所 以 8 十 二 户 .( 另 
一 看 法 是 ,BA ,BC ,BC 三 个 方向 在 方向 球面 S$ 上 决定 三 个 点 . 
以 这 三 点 为 顶点 的 球面 三 角形 三 边 长 度 分 别 是 s,8 ,ph. 而 球面 
上 两 点 之 间 的 最 短 连 线 是 大 圆 弧 ,所 以 球面 三 角形 的 两 边 之 和 
大 于 第 三 边 , ) 证 毕 . 


命题 2 的 证 明 : 设 简单 闭 折线 工 二 A14,4，…A4.41 不 在 一 个 
平面 内 . 那么 工 中 必 有 三 个 相连 的 线 有 段 不 在 同一 平面 内 ,不 妨 设 
它们 就 是 414:4:44. 在 线段 4:4， 上 靠近 A， 处 取 一 点 As, 以 L 
表示 闭 折线 4A14:4;4,…A4,41. 只 要 4; 取得 很 再 近 4;,L 仍 是 
简单 闭 折线 . 根据 芬 舍 尔 定理 的 第 一 个 结论 (已 证 明 的 ),L 的 
外 角 和 不 小 于 2x. 另 一 方面 , 工 与 7 在 Al,4,,…,A4, 的 外 角 相 
同 ,而 引 理 指 出 工 在 4;,A4s 的 外 角 之 和 大 于 工 在 A:,A; 的 外 角 
之 和 . 所 以 工 的 外 角 和 大 于 L' 的 外 角 和 ,因而 大 于 2r. 证 毕 . 


$3 ”面积 原理 。 法 利 一 米尔 诺 定理 的 证 明 


我 们 先 把 上 一 节 中 运用 面积 的 方法 引伸 一 步 ,以 m(X) 表 
示 方 向 球面 S$ 上 的 图 形 X 的 面积 . 

面积 原理 。 设 X1,X，,…,X， 和 了 都 是 方向 球面 S 上 的 图 
形 ,a 是 正 整数 . 设 Y 中 的 每 一 点 都 至 少 包含 在 a 个 X 之 中 . 那 
么 和 X,，…,X, 的 面积 之 和 不 小 于 Y 的 面积 的 a 倍 , 即 

m(X1) 十 … 十 me(X) 之 a m(Y). 

这 道理 是 明显 的 :这 些 筷 不 但 把 整个 了 覆盖 住 了 ,而且 把 了 

的 每 一 点 至 少 盖 了 a 层 呢 ! 
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这 个 简单 的 原理 很 有 用 ,值得 多 想 一 想 . 与 此 有 关 的 概念 是 
平均 . 问题 :7 中 的 点 平均 被 多 少 个 X; 盖 住 ?我 们 可 以 这 样 来 
想 ;在 区 域 Y 上 , 先 把 属于 X, 的 地 方 (其 面积 为 m(Xi 站 了 )) 垫 
高 1 毫米 ,再 把 属于 X; 的 地 方 ( 面 积 m《X; 门 Y)) 垫 高 1 毫米 ， 
如 此 等 等 ,最 后 把 属于 X, 的 地 方 也 垫 高 1 毫米 . 于 是 ,一 个 点 被 
垫 高 了 多 少 毫 米 ,就 看 它 属于 多 少 个 X;. 了 中 的 点 平均 被 垫 高 了 
多 少 毫 米 ?答案 自然 应 该 是 


mXi 门 了 ) +m KN D+ 二 +mX, (NY) 
m(Y) 


在 面积 原理 所 谈 的 情况 下 ,Y 的 每 一 点 至 少 被 盖 住 4 层 , 所 以 Y 
被 诸 X; 盖 住 的 平均 层 数 宇 a, 即 
m(Xi 和 站 了 ) 十 … 十 mxX, NY) ~ a 
m(Y) 和 

所 以 当然 有 m(Xi) 十 十 mCX,) 宇 m(Xi 间 十 … 十 m(X， 
NY) 之 a。mm(Y). 

法 利 一 米尔 诺 定理 的 证 明 : 设 工 二 4.4:…4,4: 是 打 了 结 
的 简单 闭 折线 ,全 曲率 是 , 桥 指标 是 5. 那么 5 > 1, 因 为 桥 指 标 
为 1 的 纽 结 是 平凡 的 . 我 们 先 来 证 明 较 弱 的 不 等 式 之 22x， 

与 上 节 芬 合 尔 定理 证 明 中 一 样 ,以 五 记 ( 相 对 于 工 来 说 的 》 
好 方向 的 集合 ,以 Ti 一 1,…,n, 记 使 折 点 4; 突出 的 方向 的 集 
合 .那么 m( 瑟 ) = 47, 而 T 是 月 牙 形 ,m(Ti) = 2@. 所 以 mC) 
十 … 十 mm 人 T)= 2(Cw 十 … 十 0) 二 2k. 另 一 方面 ,根据 桥 指 标 
的 定义 (第 一 章 8$ 5 之 (C2)) ,对 于 沿 好 方向 站 立 的 人 来 说 ,他 看 
到 的 工 的 峰 顶 个 数 不 少 于 5 个 ,所 以 每 个 好 方向 至 少 使 5 个 折 点 
突出 . 这 说 明 五 的 每 一 点 至 少 属 于 6 个 Ti. 于 是 根据 面积 原理 ， 

2k = mT) + 二 m(T,) 守 6b*m(H) = bb. dr, 

这 就 是 我 们 要 证 的 较 弱 的 不 等 式 . 

既然 志 是 有 结 的 , 工 不 会 在 一 个 平面 上 . 于 是 世 必 有 三 个 相 
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邻 的 线段 ,比如 说 A414,4s4,, 不 在 同 -- 平 面 内 . 让 折 点 4, 沿线 
段 4,4, 移动 到 4: 沁 变形 成 了 = 4,4:4;4,…4.4， 记 其 全 曲 
率 为 &', 桥 指标 为 当 4; 离 4;: 很 近 时 ,从 工 变形 成 忆 的 移动 
是 … 个 同 痕 变 形 , 忆 与 乙 代表 同一 个 纽 结 ,所 以 久 一 六 然而 82 
的 引 理 告诉 我 们 k" < 有 (参看 2 命题 2 的 证 明 ). 把 已 证 的 较 验 
的 不 等 式 用 于 1 得 到 之 20 r. 因此 
k> kk’ > o'r = 20x. 
这 就 是 我 们 所 希望 的 较 强 的 不 等 式 . 证 毕 . 
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第 五 章 ”扭转 与 绞 拧 的 关系 


为 了 说 明 本 章 所 要 研究 的 几何 现象 ,让 我 们 来 做 个 实验 . 取 
一 条 稍 粗 的 强 子 (例如 电线 ) ,用 双手 把 它 伸 直 ( 图 a). 把 它 扭 转 
若干 周 ,但 仍 用 力 把 它 拉 直 . 这 时 我 们 的 手指 上 将 感觉 到 扭转 力 
和 矩 , 要 捏 紧 才 能 使 绳子 不 在 手指 间 打 滑 . 尽量 多 扭转 几 周 ,这 力 


和 矩 就 相当 大 (图 b). 然后 渐渐 放松 两 手 之 间 的 拉 伸 力 但 保持 手 
指 捍 紧 . 绳子 就 会 逐渐 绞 拧 成 麻花 状 ( 甚 至 更 紧密 地 纠缠 起 来 )， 
而 手指 上 感觉 的 扭转 力矩 也 随 着 减少 (图 c). 

由 于 扭转 力矩 与 几何 上 的 扭转 程度 成 正比 (弹性 定律 ), 这 


个 实验 提示 了 一 个 几何 现象 :扭转 与 绞 拧 豆 相 补偿 ,扭转 量 与 绞 
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拧 量 之 和 守恒. 


怎样 从 数学 上 弄 清 这 个 守恒 
律 呢 ? 象 我 们 在 前 几 章 研究 打 结 


现象 时 一 样 ,要 把 绳子 的 两 端 在 4 
远 处 连接 起 来 ,形成 强 圈 . 所 不 同 
的 是 研究 纽 结 时 我 们 忽略 掉 绳子 ) 
的 粗细 ,而 现在 却 要 考虑 有 粗细 
的 绳 图 . 在 强 疾 表面 画 一 条 标志 = 
线 以 便 观 察 绳子 的 扭转 , 这 标志 
线 是 一 条 与 强 轩 的 中 心 线 大 致 并 行 的 简单 闭 曲 线 . 本 章 的 主题 
是 一 个 公式 

lk=T,+W. 
其 中 大 是 中 心 线 与 标志 线 之 间 的 环绕 数 ,T。 是 标志 线 围绕 中 
心 线 扭转 的 程度 ,W, 是 中 心 线 绞 纺 的 程度 . 当 强 圈 连续 变形 时 ， 
了 ,和 W, 这 两 个 几何 量 都 会 连续 地 改变 ,而 从 却 是 取 整 数值 的 
拓扑 不 变量 ;不 会 改变 . 于 是 .十 W, 就 在 连续 变形 的 过 程 中 人 
恒 了 . 

上 述 公式 是 美国 几何 学 家 怀特 (White 在 他 的 博士 论文 
(1969 年 发 表 ) 中 证 明 的 . 几乎 同时 ,在 研究 DNA 的 分 子 生物 学 
家 的 要 求 下 ,美国 拓扑 学 家 富 勒 (Fuller) 也 研究 闭 带 形 , 得 到 实 
质 上 相同 的 公式 . 他 们 都 假定 涉及 的 曲线 是 光滑 的 ,我 们 则 将 总 
把 曲线 理解 为 折线 . 这 一 方面 是 为 了 避免 用 微 积分 而 只 用 初等 
的 立体 几何 , 另 一 方面 因为 把 DNA 看 成 折线 更 接近 实际 . 我 们 
总 可 以 把 光滑 曲线 理解 为 由 许 许多 多 的 微小 线段 连接 而 成 的 . 

怀特 公式 将 在 $5 中 证 明 . 在 此 之 前 我 们 必须 说 明 扭转 量 
了 ,与 绞 拧 量 W, 的 确切 含义 ,为 此 我 们 将 首先 在 $1 中 为 有 粗 
细 的 强 圈 提炼 出 一 个 便于 处 理 的 扁平 带 形 模型 
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$ 1 带 形 模型 


通常 的 绳子 ,忽略 掉 它 由 多 少 股 线 编织 而 成 之 类 的 细节 ,可 
以 看 成 圆 截面 的 长 带子 ,就 像 电 视 天 线 的 圆 形 馈线 ,各 截面 的 半 
径 -~ 相 同 。 为 了 表现 扭转 ,在 绳子 表面 画 一 条 标志 线 (每 个 截面 
上 一 个 标志 点 ). 这 条 标志 线 围绕 绳子 中 心 线 的 转动 就 是 扭转 . 
各 截面 上 从 中 心 到 标志 点 的 那些 半径 组 成 一 条 扁平 带子 (形状 
如 电视 天 线 的 扁平 馈线 ), 它 其 实 已 记录 了 绳子 的 扭转 情况 . 因 
此 在 本 章 中 我 们 用 扁平 带子 作为 绳子 的 模型 , 绳 圈 自 然 就 理解 
为 闭合 的 扁平 带子 . 以 后 说 到 带子 时 总 是 指 扁平 带子 ,除非 另 有 


声明 . 


闭 带 子 的 边缘 是 两 条 简单 闭 曲 线 , 一 条 是 绳子 的 中 心 线 , 记 
作 天 ; 另 一 条 是 绳子 表面 的 标志 线 , 记 作 K'. 固定 一 个 实数 ,0 
<: 委 1. 在 每 个 截面 上 从 中 心 到 标志 点 的 半径 上 , 取 离 中 心 :，r 
的 点 ,这 些 点 连 成 一 条 简单 闭 曲线 及”, 对 每 个 上 有 这 样 一 条 
天 oO , 当 上 一 0 时 天 就 是 天 , 当 : 一 1 时 胡 中 就 是 K'. 于 是 那 闭 带 
子 又 可 以 看 成 是 由 这 些 简单 闭 曲线 {”}o<s<1 所 组 成 的 . 

为 了 适应 本 书 中 只 讲 折线 不 讲 光滑 曲线 的 限制 ,我 们 对 带 
形 模型 作 如 下 的 假设 . 

(iD 玉 王 44 4,4 和 K'=A14,…AsAi 是 互 不 相交 的 两 
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条 简单 闵 折线 . 

(ii) 对 于 1<z<” 和 实数 0s* 委 1, 以 AM 记 线段 4:4; 上 离 
两 端 4,, 4, 的 距离 之 比 为 上 : (1 一 幻 的 点 ,以 天 2 记 闭 折线 
484 久 404p. (于 是 40 一 4 40 一 4 天 一 天 ,及 0 一 
K'. ) 我 们 要 求 每 个 K"(0<t 志 1) 都 是 简单 闭 折线 ,而 且 当 s 关 t 
时 上 与 都 不 相交 ， 

Giii) 每 个 4;(1 志 i 二) 到 直线 4A;_14; 和 直线 4A;A;;1 有 相同 
的 垂直 距离 . (我 们 总 把 4, 理解 为 4, ,把 4,+: 理 解 为 4. ) 这 就 
是 说 ,如 果 玫 A;_14;4;;! 不 是 平角 时 ,有 4; 应 该 在 了 A4;-_14;4i41 的 
角 平 分 面 ( 指 垂直 于 该 角 所 在 平面 并 通过 该 角 平 分 线 的 那个 平 
面 ) 上 . 

注意 :条 件 (ii) 使 玉 与 开 ' 的 地 位 不 对 称 . 因为 当 4h; 在 
/4 ,44 的 角 平 分 面 上 时 ,4, 未 必 在 一 4-, 44 的 角 平 分 
面 上 . (请 读者 自己 举例 说 明 这 一 点 . ) 

满足 上 述 假设 的 闭 带 形 ,我 们 记 作 LK,K']. 

KK 与 K' 的 环绕 数 lk(K,K') 是 一 个 同 痕 不 变量 (第 一 章 

§ 4). 怀特 公式 说 
IRCK,K')=T,(K,K')+W,(K), 
T。 是 刻 划 天 ' 围 绕 民 扭转 程度 的 扭转 数 Ctwisting number ) ,W， 
是 刻 划 天 自身 的 绞 缠 程度 的 绞 拧 数 (writhing number). 
我 们 将 首先 在 $ 2 中 从 方向 分 析 的 角度 再 次 讨论 环绕 数 . 
8 3 和 4 分 别 引进 多. 和 了 ,然后 在 85 中 给 出 怀特 公式 的 证 
. 明 . 

本 章 所 用 的 方法 ,与 以 前 一 样 ,也 是 考察 KUK' 在 平面 上 
的 投影 图 . 所 不 同 的 是 ,为 了 鉴别 纽 结 和 链 环 ,我 们 只 要 用 一 张 
投影 图 ;现在 要 获得 关于 几何 形状 的 全 面 信息 ,就 要 沿 所 有 可 能 
的 方向 作 投 影 . : 
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让 我 们 指出 有 关 投 影 方向 的 一 个 几何 事实 ,作为 本 节 的 结 

设 工 是 空间 中 一 组 互 不 相交 的 简单 车 折 线 . 第 一 章 $2 兽 
指出 ,我 们 总 能 找到 “好 ”的 投影 方向 (拍照 的 方向 ) ,使 得 投影 图 
满足 以 下 要 求 : 

(1)7 的 两 个 顶点 的 投影 不 会 相 重 . 

(2 并 的 顶点 的 投影 不 会 落 在 志 的 线段 的 投影 上 ,除非 该 
顶点 本 是 该 线段 的 一 端 . 

(3 志 的 三 条 互 不 相 邻 的 线段 的 投影 不 会 相 重 于 同一 点 . 

其 实 ,一 般 的 投影 方向 都 是 “好 ”的 . 确切 地 说 ,好 的 投影 方 
向 在 方向 球面 S$ 上 所 占 的 面积 等 于 $ 的 总 面积 4x. 

这 个 结论 ,是 符合 直觉 经 验 的 , 为 了 不 打 断 我 们 的 主要 思 
路 ,其 证 明 用 小 字 印 出 , 供 有 兴趣 的 读者 参看 . 


我 们 只 需 证 明 坏 的 投影 方向 在 方向 球面 上 占 的 面积 是 0. 坏 方向 有 三 
种 坏 法 . 

(1) 某 两 个 顶点 投影 相 重 . 这 时 投影 方向 必 是 两 顶点 连 线 的 方向 . 这 
种 坏 方向 只 有 有 限 多 个 , 占 的 面积 当然 是 0. 

(2) 某 顶点 投影 落 在 某 线 眉 投影 上 . 这 时 投影 方向 必 平 行 于 该 顶点 与 
该 线段 所 张 成 的 平面 ,而 平行 于 一 平面 的 方向 构成 S 上 的 一 个 大 固 . 所 以 
这 种 坏 方向 落 在 有 限 多 个 大 圆 上 ,所 占 面积 是 0. 

(3) 某 三 条 互 不 相 邻 的 线段 投影 交汇 于 同一 点 . 记 这 三 条 线段 所 在 的 
直线 为 4,42,43, 则 投影 方向 平行 于 某 条 同时 与 4,12,4s 相交 的 “ 坏 直 线 "L. 
这 样 的 坏 直线 的 方向 组 成 方向 球面 上 的 一 个 集合 (44,l2,43). 我 们 来 证 明 
Fa 的 面积 为 0. 

假如 已 光 汉 中 有 两 条 在 同一 平面 内 ,那么 ! 必 也 在 该 平面 内 . 这 种 / 
的 方向 在 一 个 大 图 上 ,面积 为 0. 所 以 我 们 现在 只 需要 证 明 : 

引 理 设 三 条 直线 两 两 不 共 面 . 则 Ps) 的 面积 为 0. 
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证 明 : 直 线 和 的 两 个 方向 对 应 于 方向 球面 S 上 与 平行 的 直径 的 两 
端 ,已 .我 们 断言 ,过 Pi,Pi 的 每 个 大 圆 , 如 果 与 RC ,pas2) 相 交 的 话 ， 
一 定 只 相交 于 一 对 对 径 点 ( 即 一 条 直径 的 两 端 ). 

考虑 通过 六 的 一 个 平面 E. 设 有 “ 坏 直线 Y 平行 于 E. 那 么 1 在 内 
( 因 /与 4: 相交). 所 以 42,ls 都 与 已 相 交 ( 因 它们 都 与 正 内 的 :相交 ). 但 4 
和 上访 都 只 与 已 相交 于 一 点 与 4s 都 不 在 E 内 ,否则 就 与 4 共 面 了 ). 所 


以 ! 就 是 连结 那 两 个 交点 的 直线 . 这 就 是 说 ,平行 于 巨 的 “ 坏 直线 只 有 . 


一 条 .平行 于 EE 的 方向 构成 S 上 通过 已 ,Pi 的 一 个 大 图 ,所 以 这 大 圆 与 下 
(20) 的 交 恰 是 那 条 “ 坏 直线 ?的 两 个 方向 ,是 一 对 对 径 点 
从 刚才 论证 的 断言 ,显然 FC ,Ls,13) 的 面积 是 0. 引 理 证 毕 . 


§2 再 谈 环绕 数 


本 节 中 ,我 们 设 玉 ,K' 是 任意 两 条 互 不 相交 的 有 向 简单 闭 
折线 ,不 必 是 闭 带 子 的 两 条 边线 . 设 玉 = 4.4:…4.4i, 天 一 
A142…A%A1, 顶 点 的 编号 顺序 确定 了 它们 的 走向 . 让 我 们 先 回 
顾 民 ,K' 的 环绕 数 k(K ,KK') 的 概念 (第 一 章 8 4)， 

沿 一 个 “好 的 ”投影 方向 把 KUK' 投 影 到 平面 上 去 . 在 投影 
图 上 ,考察 K 跨越 K' 的 交叉 点 , 即 尺 在 “上”K' 在 “下 ”的 交叉 
点 . 每 个 这 种 交叉 点 的 正 负 号 e= 土 1 取决 于 从 “上 线 ”K 的 箭头 
到 “下 线 ”K' 的 第 头 的 旋转 方向 , 反 时 钟 为 正 , 顺 时 钟 为 负 , 环绕 
数 愉 (K,K') 就 是 跨越 KK' 的 全 体 交叉 点 的 正人 负 号 之 和 . 

我 们 知道 ,这 环绕 数 与 (“好 ”的 ) 投 影 方向 的 选取 无 关 , 在 简 
单 闭 折线 玉 , 玉 的 连续 变形 (变形 过 程 中 开 与 K' 不 许 相交 ) 下 
不 变 . 我 们 知道 (KKK,K') 二 尼 CK' ,KK) ;如果 玉 或 K' 的 走向 道 
转 ,4 改变 正 负 号 ,而 如 果 玉 与 玉 ' 同 时 道 转 走向 ,全 不 变 ;如 果 
取 天 ,天 ' 在 同一 面 镜子 中 的 像 ,三 要 改变 正 负 号 . 
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现在 我 们 换个 观点 来 看 . 

先 引 进 两 个 记号 . 设 z,y 是 空间 中 的 两 点 . 把 线段 zy 作 平 
行 移动 ,使 起 点 zx 移 到 坐标 原点 O 处 ,终点 y 的 新 位 置 就 记 作 
EE=E(x,y). 这 时 线段 OF 与 线段 zy 方向 相同 ,长 度 相 等 .从 O 
到 E(z,y) 的 射线 与 单位 球面 S 交 于 一 点 CCz,y), 它 就 是 方向 
球面 S$ 上 代表 线段 xy 的 方向 的 那个 点 . 

现在 来 考虑 ,对 于 K 的 线段 A;A4;+1 和 KK' 的 线段 4;Ahj41, 哪 
些 投 影 方 向 会 使 A;4:1 ;的 投影 跨越 A;Aji1 的 投影 7 对 于 AiAi+1 
上 的 一 点 z 和 A;A;+1 上 的 一 点 y, 只 有 当 投 影 方向 恰好 是 CCz， 
y) 时 ,投影 图 上 才 会 出 现 zx 点 压 住 > 点 的 现象 . 所 以 我 们 要 和 弄 
清 , 当 工 取 遍 4,4,+ 上 的 点 ,y 取 遍 4;Aj+1 上 的 点 时 ,方向 Glz， 
y) 描 出 方向 球面 S$ 上 怎样 的 一 个 区 域 ? 


为 此 我 们 先 来 看 ， 当 z 取 遍 hiti 上 各 点 ?了 取 遍 AAhjriL 
各 点 时 ,点 E(x,y) 构 成 空间 中 的 什么 图 形 . 当 x=A; 而 y 取 遍 
4Ayri 上 点 时 ,ECAisy) 描 出 从 EEC41,4;) 到 点 ECAi,Ast1) 的 线 
段 , 记 作 已 (4 44, 它 与 线段 如 Aj+1 同 向 且 等 长 . 同 理 , 当 
y 遍历 线段 AjAitri 的 点 时 ECAirisy) 描 出 从 ECAiri ; A;) 到 
E(4 4 的 线段 局 (4 4;A4+1), 它 也 与 和 ;Ait 同 向 等 
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0 Ex, 47) 


Se 


E(A;, 1 A’) 


GMits ;A;+1) 


长 .值得 注意 的 是 ,从 线段 E(4., 441) 到 线段 EE(Aiti， 

4 4 的 平行 移动 ,其 方向 恰好 与 线段 4,4,+, 相 反 ,而 距离 则 

相同, 换 句 话 说 ,从 无 (4 ,4 到 天 (4+,47) 的 线段 与 4;4,+1 方 

向 相反 长 度 相 同 . 由 此 看 来 , 当 z 取 遍 44,+ 上 各 点 时 ,线段 
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E(xr,Aj;hj41) 扫 过 的 图 形 已 (44 4 4ir) 是 个 平行 四 边 形 ， 
以 ECA A) ,ECA A 匹 (4 A)) EEC(4rb4r0 四 点 为 顶 
点 . . 

由 此 可 见 , 当 z 取 遍 线 段 4,;4+ 上 的 点 ?了 取 遍 线段 AjAin 
上 的 点 时 ,方向 CCz,y) 描 出 方向 球面 3 上 的 一 个 区 域 ,形状 是 
一 个 球面 四 边 形 . 四 个 顶点 是 G(Ai, A GCA, MA) GCAirl, 
41),G(A4;,Ai41). 四 条 边 都 是 大 圆 劣 纤 ,例如 从 GCAit1, A,) 
到 GChir1,4i41) 的 边 ,就 是 由 从 4+ 点 看 线段 A;Aj;1 各 点 的 方 
向 所 成 的 大 图 弧 (参看 第 四 章 82 例 3). 我 们 可 以 说 ,这 个 球面 
四 边 形 是 从 线段 A;4i41 看 线段 4;4j;: 的 方向 的 集合 ,把 它 记 作 
G(AiAit1,A;Ai41). 沿 GCAhihi41,4;4j+1) 内 的 方向 作 投 影 时 , 才 
会 发 生 4,4,+ 的 投影 跨越 A;A;; 1! 的 投影 的 现象. 

投影 图 上 4,4, 跨越 44 的 交叉 点 的 正 负 号 e 一 士 1, 又 
反映 什么 呢 ? 让 我 们 规定 球面 四 边 形 GCC4;4, ,A;4+1) 的 边界 
的 走向 ,由 顶点 顺序 G(4 ,4 G(C4 A) ,GCAin, Ar， 
G(C4 ,4 所 决定 . 仔细 观察 就 会 发 现 , 当 s 一 十 1 时 ,从 球面 $ 


Ne 而》 


外 面 看 来 这 四 边 形 边界 走向 是 反 时 钟 的 ; 当 e 一 一 1 A 

的 . ( 换 句 话说 , 当 s= 十 1 时 ,沿边 界 行走 时 四 边 形 在 左 侧 , 当 

二 一 1 时 在 右 侧 . ) 如 上 页 的 图 是 e 一 十 1 的 例子 ,而 本 页 的 图 是 
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* 一 一 1 的 情形 . 

以 上 的 讨论 ,引导 我 们 提出 球面 上 的 有 向 区 域 和 有 向 面积 
的 概念 . 球面 上 一 个 (多 边 形 ) 区 域 的 定向 ,是 指 其 边界 的 走向 
〈 即 巡 行 方向 ). 到 定 了 定向 的 区 域 称 为 有 向 区 域 . 有 向 区 域 的 有 
向 面积 是 一 个 实数 ,其 绝对 值 等 于 该 区 域 的 (通常 意义 下 的 ) 面 
职 ,其 正 负 则 按 以 下 规则 确定 :在 球 的 外 侧 沿 区 域 边界 巡 行 时 ， 
如 果 区 域 在 左 方 ,有 向 面积 为 正 , 如 在 右 方 为 负 . 

球面 四 边 形 区 域 G(A;4i+41,4;4j+1) ,规定 其 边界 走向 为 顶 
点 的 循环 顺序 GC4;, 4;)) ,GCAiri, A),G (Aiti, Aj11) GC4， 
4 之 后 ,就 是 一 个 有 向 的 四 边 形 . 它 的 有 向 面积 记 作 
glAiAin ，, Ai;4;+1) ;我 们 将 说 它 是 从 有 向 线段 AiAi+!1 看 有 向 线 
段 4;4;;1 的 方向 所 产生 的 《有 向 ) 面 积 . 我 们 定义 从 有 向 闭 折线 
KK 看 有 向 闭 折 线 天 ' 的 方向 所 产生 的 (有 向 ) 面 积 (简称 从 天 到 
K' 方 向 的 面积 ) 为 

g KK)= 2 gM AMAA). 

注意 ,这 个 求 和 式 中 各 项 可 以 有 正 有 负 , 总 和 也 可 正 可 负 ， 
亦 可 能 是 零 

定理 ” 设 玉 一 4,4:…4.4 和 K'=A142…AAi 是 互 不 相 
交 的 简单 闭 折 线 ,由 顶点 的 顺序 确定 其 走向 . 那么 ,从 天 看 天 
的 方向 的 面积 等 于 天 与 天 ' 的 环绕 数 的 4x 信 ， 即 

g(K,K')=4rx* IkR(K,K'). 

证 明 : 让 我 们 在 方向 球面 5S 上 施工 . 对 于 的 一 段 AiAiti 
和 KK' 的 一 段 4;Aj41, 如 果 有 向 面积 g(Aihi+41,AjAj+1) 是 正 的 ， 
我 们 把 四 边 形 区 域 G(4;4ir1 ,如 Aj+1) 垫 高 一 毫米 ;如 果 那 有 向 
面积 是 负 的 , 则 把 那 区 域 控 低 一 毫米 . 对 每 一 对 指标 1<i<n,1 
生 j 委 mm 都 这 样 做 一 遍 . 问 :方向 球面 $ 平均 被 垫 高 了 多 少 毫米 
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呢 ? 答案 显然 是 之 过 ,8(4.4 -AAA+D) 除 以 S 的 表面 积 4r， 
印 g (KK'). 

另 一 方面 , 设 方向 球面 5$ 上 的 一 点 z 对 于 天 天 ' 说 来 是 上 
节 末 所 说 的 “好 的 ”投影 方向 . 这 个 点 被 垫 高 了 多 少 毫米 呢 ? 沿 这 
个 方向 作 投 影 时 每 出 现 一 个 天 跨越 天 ' 的 正 交 叉 点 ,z 就 属于 一 
个 g(44b4i4+D>0 的 四 边 形 G(4;4 44 的 内 部 ,就 
要 被 垫 高 一 毫米 ;每 出 现 一 个 天 跨越 K' 的 负 交 叉 点 ,xz 就 被 控 
低 一 毫米 . 所 以 过 被 垫 高 的 高 度 , 恰 等 于 在 这 个 投影 图 上 天 路 
越 天 ' 的 交叉 点 的 正 负 号 之 和 . 这 个 数 就 是 环绕 数 全 (天 ,天 ' ) ,是 
个 与 好 方向 无 关 的 常数 , 我 们 又 知道 , 坏 的 投影 方向 所 占 的 
面积 是 0, 所 以 方向 球面 上 几乎 处 处 都 被 垫 高 了 从 (K ,天 ' ) 守 米 ， 

由 此 可 见 &(K,K') 一 地 8g(K,K'). 证 毕 . 

我 们 顺便 谈 谈 球面 多 边 形 的 面积 计算 . 这 对 于 理解 本 章 以 
后 各 节 并 非 必 要 ,只 在 $3 的 例子 计算 中 用 到 . 不 过 这 是 很 漂亮 
的 数学 ,值得 一 读 . 

我 们 讲 的 球面 ,都 是 半径 为 1 的 球面 . 

球面 多 边 形 , 是 由 球面 上 若干 段 大 贺 弧 首尾 相 接 而 成 的 简 
单 闭 曲 线 . 换个 说 法 ,球面 多 边 形 是 一 个 以 球 心 为 顶点 的 多 面 角 
在 球面 上 截 出 的 图 形 . 球面 多 边 形 的 顶点 ,对 应 于 多 面 角 的 棱 ; 
球面 多 边 形 的 各 边 ,对 应 于 多 面 角 的 各 面 , 边 长 对 应 于 面 角 ; 球 
面 多 边 形 各 顶点 处 的 内 角 , 对 应 于 多 面 角 各 楼 处 的 二 面 角 , 这 
样 ,球面 上 的 定理 “球面 三 角形 的 任意 两 边 的 和 大 于 第 三 边 ” 对 
应 于 立体 几何 中 的 定理 “三 面 角 的 任意 两 个 面 角 的 和 大 于 第 三 
个 面 角 ”. 

定理 ” 设 球面 三 角形 八 4BC 的 三 个 内 角 分 别 是 a,8,7. 那 
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么 人 A4BcC 的 面积 是 < 十 B 十 7 一 r. 
这 就 是 说 ,球面 三 角形 的 内 角 和 要 比 平面 三 角形 的 内 角 和 
(平角 台大 ;大 多 少 , 怡 好 等 于 该 球面 三 角形 的 面积 . 


证 明 : 在 第 四 章 8$ 2 我 们 已 经 讲 过 ,球面 二 边 形 ( 月 牙 形 ) 的 
面积 是 其 项 角 的 2 倍 .于 是 从 图 上 看 出 : 
A 处 对 顶 的 两 个 球面 二 边 形 面积 之 和 二 4a， 
8 处 对 顶 的 两 个 球面 二 边 形 面积 之 和 ==48， 
C 处 对 顶 的 两 个 球面 二 边 形 面积 之 和 二 47. 
这 六 个 球面 二 边 形 把 球面 整个 盖 住 了 ,而 且 把 人 A4BC 盖 了 三 
层 ,把 与 A4EC 相对 的 人 ABC 也 盖 了 三 层 , 而 显然 人 ABC 与 
人 ABC 面积 相等 . 所 以 
4a 十 46 十 47 一 4r 十 2 人 4BC 二 2A45C 
=4r 十 4 人 ABC. 
因此 入 4BC 面积 是 a 十 8 十 7 一 .证 毕 ， 
推论 、 球 面 四 边 形 的 面积 等 于 其 内 角 和 减 去 2r. 一 般 地 ， 
球面 n 边 形 的 面积 等 于 其 内 角 和 减 去 (n 一 2)。 
总 之 ,球面 x 边 形 的 面积 等 于 2x 减 去 其 外 角 和 和. 
证 明 :用 数学 归纳 法 ,对 边 数 "之 3 来 作 归 纳 . 
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命题 设 有 四 面体 AiA,A;A,. 以 wj 记 这 四 面体 在 棱 AiA) 
处 的 二 面 角 . 那么 球面 四 边 形 G(4,4:,4:4,) 的 (无 向 ?面积 是 
1g(4 4 4:4)1 一 2r 一 (as 十 aa 十 azs 十 az)。 
证 明 : 仔 细 看 看 本 页 中 把 四 面体 与 球面 四 边 形 同时 画 出 的 
图 ,就 会 相信 «是 球面 四 边 形 C(4,4:,4:4,) 在 顶点 Cv = 
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G(4i,4,) 处 的 外 角 . 根据 上 面 的 推论 ,就 得 所 要 的 等 式 . 证 毕 . 


习题 


1. 设 4B,CD 是 空间 中 互 不 相交 的 两 条 线段 . 试 证 
g(AB,CD)+g(BA,CD)=0, 
g(tAB,CD)+g(AB,DC)=0, 


g(AB,CD)=g(CD,AB). 
2. 设 4B,CD 是 互 不 相交 的 两 条 线段 ,E 是 一 张 平面 ,A'B' 'C'D' 分 别 是 
AB,CD 在 平面 镜 上 中 的 像 . 试 证 


gM'B' CD)=—g(ABCD). 


3. 设 ABCDA 是 空间 中 的 简单 闭 折线 . 那么 g(4B,CD) 与 g(BC,DA) 的 


正 负 号 相反 . 


4. 设 在 空间 的 右手 直角 坐标 系 中 ,41,42,4;,44 四 点 的 坐标 已 知 ,4, 的 坐 
标 是 (xi, i,2i). 则 g(A14s，A344) 的 正 负 号 ,与 下 列 行列 式 的 正 负 号 相 


同 : 
Tl 


各 


一 


Ts 


1 x 


了 1 
32 
3 
34 


TeX yz 


X37T2 Js 一 yz 


Z2 Xl 


Z3 之 2 


TT 34 3 


5. 证 明 全 (天 ,天 ') 一 大 ( 肛 ' ,天 ). 

6. 以 KK-1,K'-! 分 别 表示 将 居 ,KK' 的 走向 反 转 (顶点 编号 顺序 反 转 ). 证 明 
WCK™!,K' =IR(K, K'). | 

7. 以 K' ,K'* 分 别 表 示 KK,K' 在 一 面 镜子 中 的 像 .证 明 : 


IE(K' ,K'’)=—I(K,K'). 


§ 3 绞 拧 数 


C4 XZ 


本 节 中 我 们 考虑 一 条 有 向 的 简单 闭 折 线 天 一 44:…4.4i， 


。172， 


我 们 知道 ,对 于 K 来 说 ,空间 中 几乎 所 有 的 方向 都 是 好 的 投影 
方向 . 对 于 的 每 一 张 好 的 投影 图 ,我 们 在 第 一 章 $4 曾 定义 
过 拧 数 , 即 投影 图 上 与 自身 交叉 的 各 交叉 点 的 正 负 号 的 总 
和 . 注意 , 那 时 我 们 定义 的 是 投影 图 的 拧 数 ;投影 方向 不 同时 , 投 
影 图 就 不 同 , 其 拧 数 也 会 不 同 . 所 以 我 们 那 时 只 是 说 ,从 一 个 好 
的 投影 方向 来 看 天 ,天 的 投影 图 有 一 个 拧 数 . 现在 我 们 要 定义 
的 几何 量 ,KK 的 绞 拧 数 权 ,(K) ,是 从 所 有 可 能 的 方向 看 玉 时 , 开 
的 投影 图 拧 数 的 平均 值 

取 平均 的 意思 可 以 这 样 理解 ,用 粗 铁丝 做 天 的 一 个 模型 ， 
用 线 吊 在 空中 . 然后 从 前 、 后 .左右 .上 、 下 等 等 各 个 方向 去 看 
它 . 从 每 个 角度 看 去 ,K 都 会 有 若干 处 自 相 交叉 ,当然 也 有 可 能 
不 自 相交 叉 ; 我 们 统计 出 从 这 个 角度 看 的 拧 数 来 . 然后 对 所 
有 各 个 角度 看 得 的 拧 数 作 平 均 , 就 得 到 K 的 绞 拧 数 . 

下 图 画 出 两 个 很 扁平 的 简单 闭 曲 线 . 这 里 所 谓 扁平 ,是 指 整 


W,~—1 Wr.< 十 1 
个 图 形 都 很 贴近 纸 面 . 这 时 ,从 与 纸 面 成 稍 大 角度 的 方向 看 去 ， 
投影 的 拧 数 都 相同 ;但 车 从 很 贴近 纸 面 的 方向 (这 些 方向 在 方向 
球面 上 所 占 面积 很 小 ) 看 去 , 则 没有 交叉 点 . 所 以 左 图 的 绞 拧 数 
W, 不 等 于 一 1 而 比 一 1 略 大 一 点 , 右 图 的 W, 比 十 1 略 小 一 些 ， 
这 个 例子 启示 我 们 ,如 果 一 条 简单 闭 折线 很 贴近 某 投影 图 
的 平面 , 它 的 绞 拧 数 就 近似 地 等 于 该 投影 图 的 拧 数 . 


这 个 例子 还 启示 我 们 ,每 当天 的 两 个 线段 非常 贴近 地 相 错 
113* 


而 过 ,这 次 相 错 对 天 的 绞 拧 数 将 产生 的 贡献 接近 于 十 1 或 一 1， 
因为 从 绝 大 部 分 方向 看 去 ,这 相 错 处 都 表现 为 -一 个 交叉 点 . 


W000 COOOO 
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当天 的 走向 逆转 时 ,投影 图 的 拧 数 都 不 改变 ,因为 每 个 交 
叉 点 处 两 股 线 的 箭头 都 翻转 时 正 负 号 不 变 . 所 以 绞 拧 数 W,CK) 
其 实 与 天 的 走向 无 关 . 
下 图 显示 长 度 相同 的 闭 全 的 株 皮 管 当 绞 近 数 不 同 时 在 空间 
中 的 形态 . 中 间 的 松弛 形态 的 绞 拧 数 为 0, 右边 的 为 正 , 左 边 的 
为 负 . 绞 拧 数 的 绝对 值 越 大 ,就 绞 得 越 紧 ; 而 绞 拧 数 的 正 负 ,反映 
绞 的 方向 . 
现在 让 我 们 换 一 个 观点 ,来 分 析 沿 什么 方向 投影 时 的 线 
段 4i4i+1 与 44i+ 会 在 投影 图 上 交叉 . 当 ;一 57 时 ,同一 个 线段 ， 
谈 不 上 交叉 ; 当 j==i 士 1 时 (我 们 总 是 说 循环 顺序 ,把 4。 理解 为 
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4,, 把 4 理解 为 4,), 相 邻 的 线段 在 投影 图 上 也 不 会 交叉 , 假 
定 4,4 与 4j4j+1 是 不 相 邻 的 两 个 线段 . (这 就 是 说 ,j 关 i 一 1， 
i 十 1Cmodn). ) 与 $ 2 叫 一 样 ,在 投影 图 上 4,4, 1 跨越 4A;4j,1 
的 条 件 是 ,投影 方向 属于 方向 球面 5 上 的 四 边 形 区 域 
G(AiAi41o4jAj11); 交叉 点 的 正 负 号 , 则 恰 与 有 向 面积 
g(4i4i41,4j4j+1) 的 正 负 相 一 致 . 

仿照 8$ 2, 我 们 来 定义 从 天 看 自身 的 方向 所 产生 的 有 向 面 
积 . 直观 上 很 明显 ,从 天 的 一 个 线段 4,4,… 看 这 个 线段 自身 ,只 
有 两 个 方向 ,所 占 面积 为 0; 从 一 线段 看 一 相 邻 的 线段 的 方向 ， 
都 平行 于 一 平面 ,所 占 面 积 也 为 0. 所 以 起 作用 的 是 从 一 线段 看 
不 相 邻 的 其 他 线段 所 产生 的 有 向 面积 . 因此 ,我 们 定义 从 天 看 
天 自身 的 方向 所 产生 的 有 向 面积 为 

gr (= g (hihi hid), 


其 中 表示 对 两 个 指标 1<i<n,1<j<n 求 和 ,但 删 去 i= 
的 项 及 i 与 ;7 相 邻 的 项 . 

仿照 $2, 我 们 也 在 方向 球面 上 施工 . 对 于 的 不 相 邻 的 两 
段 4,;4+ 和 AjAjti ,如 果 有 向 面积 g (AiAit ;Ajhj+1) 是 正 的 ,我 
们 把 四 边 形 区 域 GC4;4;41,4;4j+1) 垫 高 一 毫米 ;如 果 那 有 向 面 
积 是 负 的 , 则 把 那 区 域 挖 低 一 毫米 . 对 每 一 对 不 相 邻 的 指标 (i， 
站 都 这 样 做 一 遍 . 问 :方向 球面 $ 平均 被 垫 高 了 多 少 上 毫米 ? 答案 
显然 是 之 ，&5(C4 4 44ir0 除 以 4r, 即 去 8 (K). 
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如 果 S 上 一 点 xz 对 于 来 说 是 好 的 投影 方向 ,这 个 点 被 垫 
高 了 多 少 毫 米 ? 沿 这 方向 作 投 影 时 每 出 现 一 个 正 交 义 点 ,x 就 属 
于 一 个 glAiAiri,A;A;:1)>0 的 四 边 形 GC(4ihin14,4j4j411) 的 内 
部 ,就 要 被 垫 高 一 堂 米 ; 每 出 现 一 个 负 交 叉 点 ,z 就 被 控 低 一 训 
米 . 所 以 zx 被 垫 高 的 高 度 , 恰 等 于 下 沿 这 个 方向 投影 图 的 拧 数 ， 
于 是 ,球面 8 被 垫 高 的 平均 高 度 , 就 是 沿 所 有 可 能 的 方向 所 得 
投影 图 拧 数 的 平均 值 . (由 于 坏 的 投影 方向 所 占 面积 是 0, 坏 的 
点 被 垫 高 的 高 度 对 平均 值 计算 不 发 生 影响 ,我们 只 须 注 意 好 的 
投影 方向 1) 这 就 是 说 ， 


1 
W,(K)=18 (K). 


个 结论 ,用 文字 来 说 ,意思 是 :天 的 绞 拧 数 等 于 从 天 看 
自身 的 方向 所 产生 的 有 向 面积 除 以 方向 球面 的 总 面积 4x. 

例 1 设 有 四 面体 A1424344. 以 几 记 它 在 棱 4,4, 处 的 二 
面 角 . 以 天 记 简 单 闭 折线 A1424;A441. 那么 , 当 g(A1A4;i,As4,) 
0 时 ， 

WK) 一 站 (a 一 Qn 十 a 一 en)， 
而 当 g (414;,A;4,) 二 0 时， 
W-CK) 一 去 (一 wa 十 om 一 ou 十 cu) 
事实 上 ,根据 定义 , (我 们 只 证 8(44:,4:4)>0 情形 ) 
g" (K)=g(AAs, AsA) +g( AAs,AA) 
十 g8(4:444) 十 g8(444 A,A;) 
=~2g(AiAs, 4:4) 十 2g8(4:4: ,444i) (8$2 习 题 1) 
一 21g(44:,4;4,)| 一 218(4:4:,44)| (82 习题 3) 
二 4Xx 一 2(@is 十 Qu 十 Q@z3 十 Q24) 一 4X 十 2Caz4 十 Qzi 十 Qa4 十 Qa31) 
”=2(@y—Qw 二 an— an). ( § 2 末 的 命题 ) 
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所 以 
1 _ 。 1 
W,(£) = 18 Ck) = Fi 二 a 0 ). 
例 2 设 在 空间 右手 直 As(—a. -hc) 


角 坐 标 系 中 ,简单 闭 折 线 

天 王 4 .44:44 的 顶点 的 

坐标 分 别 是 人 
Aila,b,c) $1--y 
A(—a,—b,c) Aa(-a.b,e) 
As(—a,b,—c) 
Ail(a,—b,—c) 


其 中 asbsc 都 是 正 数 ， Aila, -b,-c) 

用 上 例 的 结论 ,由 于 g 
(AiA,,A;A,)>0, 

WCG) 一 二 (oo 一 om 十 一 co) 


Q23 


由 于 对 称 性 ,a 一 yaw 一 aus 所 以 W,(K) 二 2 

平面 A1Ash; 的 法 向 量 而 他 X 而 昼 = (一 24, 一 26,0) 
xX( 一 2a,0, 一 2c)= 二 4 (Bc, 一 ac; 一 ab), 平 面 414,4, 的 法 向 量 
XAAR=(—2a,—2b,0)X(0,—26,—2c) =4(C6c,—ac, 
ab), 它 们 的 夹 角 就 是 wz. 用 向 量 内 积 算得 cosal 一 


一 C282 十 C2c2 十 D2c2 、 _C202 十 CQ2C2 一 D2C? 
ab: Faic Hoc 类 似 地 算得 cosa ™ Taps tac bc 于 是 
W.,(K) 
1 一 C282 十 C2c2 十 02c2 C202 十 a2c2 一 02c2 
Tr apracthe oo gbtaic tb 
1 C282 十 Q2c2 一 六 2c2 . ab 二 Tac bc 
TxD gp 二 +a?c?: 二 bc? arcsin ap 十 a?c? 二 Gc? 
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因此 ,我 们 得 到 以 下 结论 : 
当 az0 时 ,W, 之 一 1]; 
当 bp<z0 时 ,mW.=0; 
当 csz0 时 ,W, 之 十 1; 
当 a==c 时 ,W,==0. 


习 题 
1. 证 明 W,(K =W,(K). 
2. 证 明 W,(K')== 一 W,(K). 
3. 试 构 作 简单 闭 折线 天 使 
(a) W.(K)=0; (b) W,(K)>0; (ec) W.(K)<0. 
4. 试 证 明 , 如 果 简 单 闭 折线 天 的 全 曲率 为 2x, 则 它 的 绞 拧 数 必 是 0. 
5. 设 ">2r,zo 是 任 一 实数 . 试 构 作 简单 闭 折 线 天 ,使 其 全 曲率 是 <, 而 绞 拧 
数 是 w. (这 说 明 弯 曲 与 绞 拧 是 两 个 本 质 上 不 同 的 概念 . ) 
6. 任 给 一 个 纽 结 , 及 任 一 实数 w. 试 证 明 一 定 存在 一 条 简单 闭 折 线 玉 , 代 
表 该 纽 结 ,而 其 绞 拧 数 是 w〈 这 说 明 绞 拧 与 打 结 是 本 质 上 不 相干 的 两 
种 几何 现象 . ) 


§ 4 带 形 的 扭转 数 


本 节 中 我 们 考虑 8$ 1 末尾 所 提出 的 带 形 模型 ,K 与 K' 满 足 
那里 的 假定 . 我 们 来 定义 K' 围绕 天 的 扭转 数 TT,(K,K'). 
我 们 先 定义 天 ' 的 第 : 段 4;4;+1 围 绕 K 的 第 i 段 A;4;11( 注 
意 ,都 是 第 i 段 ) 的 扭转 角 r(4.4+ 4 4 它 是 一 个 实数 ,其 
绝对 值 等 于 以 直线 4,4,+, 为 棱 , 两 个 面 分 别 包含 4;,Ait1 两 点 的 
那个 二 面 角 的 大 小 (以 弧度 为 单位 ). 它 的 正 负 则 取决 于 半 平 面 
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AiAini hh 绕 轴 AiAd; , 转 到 半 平 面 AiA; Ai 1 的 旋转 方 向 ? 右 于 
螺旋 为 正 ,左手 螺旋 为 负 . 扭转 数 则 定义 为 握 转 角 的 2r 分 之 一 : 
1 


TA;Ajil ,A A; 1 ) 一 Barr Mid: 1 A i ), 换 句 话说 , 扫 转 数 其 


实 就 是 扭转 角 , 不 过 单位 不 同 ,不 是 以 弧度 为 单位 .而 改 以 项 周 
角 为 单位 . 
K' 围 绕 KK 的 扭转 数 就 定义 为 各 段 扭转 数 之 和 : 
x 
27 
注意 ,我 们 现在 谈 的 天 ,天 ' 是 带 形 的 两 边 . 当 把 K 的 走向 反 
转 (K 的 顶点 编号 顺序 反 转 ?时 ,天 ' 的 走向 也 反 转 ,扭转 数 并 不 
扭转 数 与 方向 球面 的 联系 ,是 用 一 个 极限 表达 出 来 的 . 请 记 
住 $1 末 的 记号 . 49 是 线段 4;4; 上 按 比例 上 : (1 一 收 分割 的 


TK,K')= TAiAit AM) = Dr AA ,A A’). 
1 一 i= 1 


定理 limg(44+ , AP AYI) = 4xT, (4 4 1, AA 1). 

证 明 ; 当 1->0 时 ,4 一 4;, A 四 一 Airi. 所 以 球面 四 边 形 
GCAiAi41,A4AR1) 的 四 个 顶点 的 极限 位 置 分 别 是 GCA4;, A ) 
=GCA;, AY),G At, AP) >G Air A),G(Aiti ARNL) = 
G(C4 yy 4,G(C4， A 四 1) 一 GCA4;, 4111). (参看 附 图 ,图 中 为 简 
便 , 邻 i=1. ) 于 是 这 四 边 形 趋 于 一 个 月 牙 形 , 正 好 是 扭转 数 定 
义 中 那个 二 面 角 所 截 出 的 月 牙 形 ,面积 是 2rCAiAir1,AiAi+1) 一 
4r。T (44y AAi+1). 正 负 号 也 正 合适 ; 当 g (AiAi+1， 
A 和 441) 为 正 ( 负 ) 时 , g (4iAim，A8?A91) 都 正 ( 负 )， 而 
T.( 44 44 也 正 ( 负 ). 证 毕 . 


推论 TCRK ,天 一 二 lim 之 8(C444948)， 
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一 般 说 来 , 带 形 
[玉民 "的 两 条 边线 天 ， 
天 的 扭转 数 T, (天 ， 
K') 不 一 定 是 整数 ,而 
且 当 带 形 作 连 续 变形 时 
其 数值 是 会 变化 的 . 讲 
扭转 数 时 还 必须 指明 是 
以 哪 条 边线 为 轴 心 , 因 
为 往往 T。( 天 ,天 ' ) 尖 


数 . . 

这 些 现象 可 以 在 下 面 的 例子 中 观察 到 . 例 1 的 计算 用 了 立 
体 解 析 几 何 的 向 量 运 算 , 例 2、 例 3 则 要 用 微 积分 才能 算出 来 ， 
不 熟悉 的 读者 可 以 只 看 看 结论 . 

例 1 在 空间 右手 直角 坐标 系 中 ,给 定 A1,4;,41,A; 的 坐 
标 如 下 :A1(0,0,0),A,(0,0,h) ,Ai(r,0,0),A(0,7,h). 求 扭转 
数 TT,==T,(A414;,4142) 和 了 T=T,(414i,A14;). 

平面 4,4:4, 是 xz 坐标 平面 ,平面 A14,4; 是 yz 坐标 平 
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面 ,这 两 个 平面 互相 垂直 ,所 以 
r(A1Az, AiAs) = ,T= 地 

平面 414s41 的 法 向 量 
XH 访 =(r,0,0) X (0， 
rsh)= (0,—rh,r’)/ (0,—h, 
r); 平 面 44:4, 的 法 向 量 
AA'X A=(r,0,—h)X 
(0,7,0)= (rh,0,7r)/ (h,0, 


~ yy 三 (0,C—h,r) 
7). ya [:] 一 ”一 一 一 一 -一 
于 是 这 两 个 平面 的 单位 法 向 量 分 别 是 a 和 
(h,0,7) 


~ » 1 r? ， 2 x 
a 所 以 内 积 cosr 二 jirarc cos TR 了 arc 


sin a 7, 1 rc sin a 
2 2 一 一 一 DarCSII Ty 72* 
rh * 4 2 7 十 hh? 


注意 T6 关 Tw. 当 > 一 0 时 ,TT 二 子 ; 当 7>h 时 ,TT 一 
1 
和 

例 2 围绕 直 轴 线 的 圆 螺 


[9 
线 | 
在 空间 右手 直角 坐标 系 中 ， 中 


以 C 记 z 轴 ,以 C' 记 以 C 为 轴线 


的 半径 为 > 的 圆柱 面 上 的 螺旋 “2 7., 

线 , 螺 距 为 2xp.C' 的 参数 方程 是 

《rcost srsint ,pt). 把 C,C' 上 高 度 bs 

相同 的 两 点 连 起 来 ,这 些 线段 扫 ee 


出 一 条 螺旋 状 的 带子 . 在 这 带子 
上 截取 从 高 度 0 到 高 度 右 =2nrp 的 一 段 ( 恰 为 4 个 螺旋 ) 记 作 
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;那么 用 微 积分 可 算出 
1 ,六 了 的 扭转 角 区 LL) =2xn,Ty(L,L )=n; 


/ 绕 儿 的 担 转 角 1,10 = 63 各 一 2rneosa 
7 1) 一 ncosa. 这 里 wx 是 (的 切线 方向 与 C 的 切线 方向 之 


间 的 炎 角 ， 

例 3 围绕 圆 形 轴线 的 螺旋 线 . 

在 室 间 右手 直角 坐标 系 中 ,以 C 记 zy 平面 上 以 原点 为 中 
心 ,以 为 半径 的 圆周 . 在 以 C 为 轴 心 以 r 为 内 半径 的 环形 管 
上 作 一 条 均匀 地 绕 轴 心 C 恰好 周 的 闭 螺 旋 线 C'. 

用 微 积 分 可 以 算出 ,T,(C,C')=n. 


人 
人 


而 当 ~ 比 起 R 来 很 小 时 ,近似 地 
Ti,(C’' ,C)~ 


ncosa, 


np 
(r 2 十 p? 2 
其 中 2 一 ,a 是 C 的 切线 方向 与 C' 的 切线 方向 的 夹 角 . 
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习 题 
1 证 明 T,(K"!',K' =T,(K,K'). 
2. 证 明 T,(K',K'*)= 一 T,(K,K'). 
3. 试 构 作 闭 带 形 [LK ,K'] 使 
(a) IR(K,K')=T,(K,K')=0; 
(b) RCK,K')=0#T,(K,K'); 
(e) IkCK,K') #0=—T,(K,K'). 


3 5 怀特 公式 


前 三 节 所 介绍 的 三 个 几何 量 各 有 特点 ,我 们 列表 作 个 对 比 . 


对 何 种 图 形 定义 
能 和 否 分 段 定义 然后 求 和 
在 连续 变形 下 

取 值 


有 了 前 几 节 的 准备 ,现在 我 们 进入 本 章 的 主题 一 一 怀特 公 
式 . 设 互 不 相交 的 简单 闭 折 线 太 ,K' 是 闭 带 子 [K,K' ] 的 两 条 边 
线 , 满 足 §1 末 所 列 出 的 全 部 条 件 . 我 们 也 采用 那里 的 记号 . 

定理 UR(K,K')=T,(K,K’')+W.K). 

证 明 : 公 式 中 的 三 个 几何 量 , 在 前 三 节 中 已 分 别 与 方向 球面 
上 的 有 向 面积 建立 了 关系 . 正 是 这 些 关系 使 它们 互相 联系 起 来 . 

考虑 环绕 数 RC(K,K'). 由 于 环绕 数 是 同 痕 不 变量 ,在 天 ， 
K' 的 连续 变形 下 不 变 , 根 据 [LK,K' ] 定 义 中 的 假设 (ii), 对 任何 
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0<t 志 ] 应 有 人 (K,K)==LECK,K'). 所 以 
lkECK,K’')=limlk(K ,KK®) 
i0 


= 让 lim 2 giAni APAN ($2 定理) 


1 Dimg cA A ,APAN, 
~ An, = 1 = 1! 一 0 


把 求 和 号 2 2 分 解 成 乞 部 分 :一 的 部 分 ,与 了 相 邻 的 


部 分 汉 与 了 不 相 邻 的 部 分 ,分 别 记 作 I ，L ,区 ,于 是 
(天 , 开 ' ) 一 工 十 工 十 到， 


一 二 L Dlimgca Airis APAY) 


Ti = 1it> 


1 {limg CA;_14;, A®? AR) 


Ni=] t=0 


+limg (AiAit , AP1A®) } 9 
去 2 img (AiAit1, AP AN). 


nD § 3 中 相同 . 

根据 $4 的 定理 ， I 二 Tu(K,K'). 在 下 中 ,A 六 A 站! 当 zt->0 
时 的 极限 位 置 4,4) :是 天 中 与 4;4;41! 不 相 邻 的 线段 ,所 以 根据 
§ 3， 

1 = 让 eA hiA) -a (K)=W.(K). 
于 是 剩 下 来 只 需要 证 明 工 =0. 我 们 将 证 明 , 其 实 工 的 定义 中 的 
每 个 花 括 号 都 等 于 0, 即 对 每 个 指标 i, 有 等 式 
C(x) limg(Ai 1h,APAY) +limg (hiAir, ALAY)=0. 

根据 $ 2 中 的 定义 ,5(4_ 44292489 ) 是 方向 球面 $ 上 以 
GCC ,4p),GC4 ,40),G(4 A 四 1D) G(C4 49) 为 顶点 (就 
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按 项 点 的 这 个 循环 顺序 来 确定 定向 ) 的 有 向 球面 四 边 形 的 有 向 
面积 ,g (A;Ait1,A22148) 是 另 一 个 类 似 的 球面 四 边 形 的 有 向 面 
积 . 下 表 左 右 两 栏 分 别 列 出 这 两 个 球面 四 边 形 的 顶点 ,从 上 到 下 
的 顺序 恰好 给 出 它们 的 定向 ,并 且 指 出 当 上 ~0 时 各 顶点 的 极限 


位 置 . 


G(4 14482480 的 顶点 


GlAiAiti, Al 4 ) 的 顶点 


GAi, AN) >G(Ai, Airi) 
GA 1 APD) GA 1 Ahir1) 
GCC4 4P) 一 G(4 1,4;) 
G(C4 和 4) 一 G(4 4;) 


GA 4 一 CC4 A..1) 
GCC4 40 一 CC Ai-1) 
G(4 ,40D) 一 CO(4 A) 
GA A )=0(A,,4A,) 


表 中 来 行 的 等 号 是 因为 A 在 线段 4A;4; 上 ,所 以 对 任何 0<t 拟 
1.G(4;, 4 中) 一 G(A4;, 4;). 当然 也 就 有 limG (A;, 4 ) 一 
G(A;, A;). 

现在 区 分 两 种 情形 来 讨论 . 

(1)A; ,4 ,4 三 点 在 一 直线 上 . 

这 时 , 表 中 左边 前 三 行 的 极限 位 置 是 同一 点 G(Ai, Ai+1). 
所 以 当 太 >0 时 ,球面 四 边 形 G(4 -4 ,492481) 越 来 越 扁 , 其 极 
限 位 置 退化 为 球面 9 上 连结 GC(4;,4i41) 与 GC4;,4;) 的 一 段 大 
圆 劣 弧 . 由 此 可 见 , 有 向 面积 的 极限 limg(4- Ai, A® A ) = 
0. 类 似 地 可 证 limg (4;4i+1， 2542) 一 0. 因 此 (* ) 式 成 立 . 

(2)4 44 三 点 不 在 一 直线 上 

这 时 , 表 中 左边 前 三 行 的 极限 位 置 在 同一 大 圆 上 ,而且 第 一 
点 G(C4 4430 位置 在 连结 第 一 .三 两 点 G(4， Ai+t1) 和 
GCC4， 4) 的 劣 弧 上 . 所 以 当 1->0 时 ,球面 四 边 形 CC4 4,， 
4249 7 的 极限 位 团 是 以 三 个 点 GC4 4 CC4 1,4;)， 

。 7125。 


¢ “ Chis Mp) =0Chin ,1) 
=G(h-1, 4+1) 


， 
f(s 
A 4+1 一 一 
; 


GLA;,4; ) 为 顶点 的 球面 三 角形 ,这 三 角形 的 定向 就 由 刚才 写 的 
顶点 循环 次 序 确定 . 类 似 地 可 以 证 明 , 表 中 右边 的 球面 四 边 形 的 
极限 位 置 ,是 以 G(A4;,4;-1) ,GCAhi41,4;),G(4;,4;) 为 顶点 的 有 
向 球面 三 角形 . 

过 方向 球面 Ss 的 球 心 O， 作 平 面 E 平行 于 A;-14;4;, 1 的 
角 平 分 面 . 则 GC4i, 4141) 与 G(4;,A4;-1) 在 E 的 两 侧 互 相对 称 的 
位 置 ,而 G(4;_1,4;) 与 G(Ah;+1,4;) 也 在 E 的 两 侧 互 相对 称 . 而 
G(4;,4; ) 则 在 平面 上 ,因为 根据 扁 带 [K,K’ jj 定义 中 的 假设 
(ii),4, 在 人 41-14;4i+1 的 角 平 分 面 上 .这样 看 来 ,有 向 球面 三 
角形 GC(A;, 4i11),G(Ai_1,4;),G(A4,;, 4;) 与 有 向 球面 三 角形 
G(4 ,4 -0,G(4 4),G(A, A;) 互 为 镜像 (镜子 就 是 平面 
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天 ). 所 以 它们 的 有 向 面积 绝对 值 相同 , 正 负 号 相 友 . 因此 等 式 
(x ) 成 立 . 证 毕 . 


在 上 面 的 证 明 中 ,我 们 在 靠近 结尾 的 地 方 用 到 了 闭 带 形 模 
型 中 的 条 件 (iii). 下 面 的 例子 说 明 , 这 个 条 件 是 必要 的 ,否则 定 
理 的 结论 不 成 立 . 

例 在 空间 直角 坐标 系 中 ,考虑 闭 带 子 LK,K'],K= 
4,4:4:4, 和 天 ' 一 4i44:4, 的 折 点 坐标 如 下 : 

A1(10.10,1),A1(10,10,—1), 

As(—10,10,1),A:(—10,10,—1), 

4;( 一 10, 一 10,1),4;( 一 10, 一 10, 一 1)， 

4,(9, 一 10,1),4;(11, 一 10, 一 1). 

明显 地 ,环绕 数 乓 ( 开 ,K' ) 一 0. 天 与 氏 ' 都 是 在 一 个 平面 
上 ,所 以 它们 的 绞 拧 数 W,(K)==W,(K')=0. 还 有 ,前 三 段 的 扭 
转角 度 rC4 4 ,414) 二 r(AsA3;A2A;) =r(AsA4,A341)=0, 而 


最 后 一 段 r(4,4, 4440) 一 下 .所 以 扭转 数 TuCK ,天 ) 一 言 . 因 
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4) 
Mh 


IR(K,K' ) 天 7T K,K')TW,CK). 


习 题 

设 有 一 个 圆 截 面 的 绳 圈 , 玉 是 其 轴 心 线 , 开 ' 与 天 "是 在 该 绳 图 表面 任 
意 夯 出 的 两 条 标志 线 (K' 与 天 "可 以 相交 ). 那么 ,虽然 三 (K ,天 ' ) 与 
全 ( 开 , 开 ”) 不 一 定 相等 ,T。( 开 ,天 ) 与 Tw《K,K”) 也 不 一 定 相 等 ,但 是 
请 证 明 

RCK,K’')~—T KK')=IR(K,K)—T, KK"). 

因而 T,(K,K') 与 T。(K,K") 之 差 一 定 是 整数 . 
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第 六 章 ”在 分 子 生物 学 中 的 应 用 


拓扑 学 与 几何 学 的 最 引 人 注 目的 新 应 用 ,是 纽 结 理论 被 用 
来 分 析 DNA 实验 . 

DNA 是 生物 遗传 信息 的 携带 者 ,所 以 是 分 子 生 物 学 的 重点 
研究 对 象 . 虽然 决定 遗传 信息 的 是 DNA 的 碱 基 顺 序 , DNA 分 
子 的 空间 结构 和 几何 形状 对 其 物理 ,化 学 性 质 以 至 生物 活性 也 
有 很 大 影响 . DNA 的 双 螺 旋 模 型 使 我 们 很 自然 地 把 它 的 骨架 看 
成 一 条 带子 . 正 是 由 于 这 个 背景 , 才 使 上 一 章 所 讲 的 怀特 公式 受 
到 人 们 普遍 的 重视 . 今天 ,在 大 学 数学 系 的 几何 学 教材 里 不 一 定 
找 得 到 怀特 公式 ,在 大 学 生物 系 的 分 子 生物 学 课程 里 却 总 要 提 
到 它 ( 昌 然 不 讲 证 明 ). 


8$ 1 DNA 和 拓扑 异 构 酶 


DNA (脱氧 核糖 核酸 ) 是 高 分 子 化合 物 ,由 脱氧 核 首 酸 连接 

而 成 ,每 个 核 背 酸 则 是 由 一 分 子 磷酸 ,一 分 子 脱氧 核糖 和 一 分 子 

含 氮 的 碱 基 组 成 . DNA 中 的 碱 基 有 四 种 : 腺 味 叭 (4), 鸟 叮 叭 
”71239 。 


(C), 胞 暗 啶 (CC ) ,胸腺 喀 院 (T). 绝 大 多 数 DNA 分 子 是 双 链 的 ， 
像 一 条 绳 梯 : 有 两 条 由 脱氧 核糖 与 磷酸 相间 连 成 的 长 链 , 称 为 主 
链 ,作为 绳 梯 的 侧 架 ;每 个 核糖 分 子 上 连 着 一 个 碱 基 , 两 条 主 链 
上 的 碱 基 互 相对 应 ,通过 和 氧 键 连 接 起 来 形成 碱 基 对 ,作为 绳 梯 的 
横 档 . 碱 基 的 配对 有 个 互补 原则 :4 一定 与 工 配 对 ,G 一 定 与 C 


人 〇 2 … 脱 氧 核糖 〇 … 磷 酸 
口 4( 腺 嗓 叭 ) 已 …G( 乌 呆 哈 ) 
…C( 胞 感 喧 ) 人 区 …T( 广 腺 喀 啶 ) 


配对 . 这 样 ,一 条 主 链 上 的 碱 基 排 列 完全 决定 了 另 一 主 链 上 的 碱 
基 排 列 . 沿 一 条 主 链 读 出 其 碱 基 顺 序 ,得 出 由 4,C,C,T 四 个 字 
母 拼 写 的 长 串 密码 ,就 包含 着 生物 的 遗传 信息 。 碱 基 的 排列 顺 
序 , 在 生物 化 学 中 称 为 DNA 的 一 级 结构 . 

DNA 是 巨大 的 分 子 . 最 小 的 天 然 DNA 见于 某 些 病毒 之 
中 ,也 包含 几 千 个 碱 基 对 ,分 子 量 在 10 以 上 ;人 类 染色 体 的 
DNA 则 含有 数 十 亿 个 碱 基 对 . 细胞 中 的 DNA 通常 是 线 状 的 ， 
即 其 两 条 主 链 都 是 有 终端 的 ;不 过 有 些 DNA (特别 是 许多 病毒 
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和 细菌 的 ) 是 环 状 的 ,其 两 条 主 链 都 闭合 成 圈 . 

双 链 DNA 具有 一 种 特别 的 立体 结构 一 一 双 螺 旋 结 构 : 上 
述 的 绳 梯 在 空间 中 扭转 成 右手 螺旋 状 ,两 条 主 链 扭 在 一 起 . 具体 
的 扭转 率 取 决 于 碱 基 对 的 局 部 顺序 以 及 整个 DNA 分 子 的 受 力 
情况 ,大体 上 每 10. 5 个 碱 基 对 扭转 一 周 ,或 每 个 碱 基 对 扭转 约 
35". 这 种 双 螺 旋 结 构 在 生物 化 学 中 称 为 DNA 的 二 级 结构 ， 

DNA 分 子 是 细 长 的 , 包 在 细胞 核 里 ,就 好 象 一 条 长 达 二 百 
公里 的 细 钓 鱼 线 挤 在 一 个 篮球 里 ,必然 有 非常 复杂 的 穿 曲 、 绞 缠 
等 几何 现象 . 描述 这 类 现象 时 ,我 们 注意 的 是 双 螺 旋 的 轴线 (由 
各 个 碱 基 对 的 中 点 所 连 成 的 线 ) 的 几何 形状 , 实验 中 观察 到 ， 
DNA 的 轴线 本 身 通常 也 绞 拧 成 螺旋 状 ,这 现象 生物 化 学 家 称 之 
为 超 螺 旋 . 环 状 DNA 的 轴线 可 以 打 结 ,交叉 点 数 不 超 过 6 的 纽 
结 ( 见 书 末 的 表 ) 都 已 在 实验 中 观察 到 . 环 状 DNA 分 子 之 间 也 
可 以 构成 链 环 而 不 能 分 离 . 这 些 在 生物 化 学 中 称 为 DNA 的 三 
级 结构 . 可 以 想见 ,本 书 中 介绍 的 数学 在 这 里 会 大 有 用 武之 地 . 

DNA 在 细胞 核 中 的 扭曲 、 绞 拧 以 至 打 结 .圈套 必定 会 影响 
到 DNA 的 复制 .转录 、 重 组 等 基本 的 生命 活动 . 例如 PNA 分 子 
在 细胞 有 丝 分 裂 时 自我 复制 ,是 扭 成 螺旋 的 两 条 长 链 先 拆 开 , 按 
照 碱 基 互 补 配 对 的 原则 ,每 条 链 上 的 每 一 碱 基 与 周围 环境 中 游 
离 的 脱氧 核 苷 酸 来 配对 ,就 形成 了 两 个 完全 相同 的 双 链 DNA 
分 子 , 它 们 将 被 分 配 到 两 个 子 细胞 中 去 . 显然 ,这 复制 过 程 中 两 
链 的 拆 开 ,以 及 复制 后 两 个 双 链 的 分 离 都 受到 复杂 的 几何 形状 
的 牵制 . 生物 体 之 所 以 能 克服 这 些 牵制 而 实现 其 生命 活动 ,是 因 
为 生物 体内 有 一 类 特殊 的 酶 一 一 拓扑 异 构 酶 的 存在 . 

酶 是 生物 催化 剂 . 每 一 种 酶 能 高 效率 地 促成 一 种 特定 的 生 
物化 学 反应 . 拓扑 异 构 酶 所 促成 的 反应 ,是 把 长 链 暂 时 断 开 然 后 
把 断 端 以 另 一 方式 接 上 ,如 下 图 所 示 . 图 中 每 条 线 代 表 一 条 主 
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链 , 两 主 链 间 的 螺旋 式 扭 转 则 省 略 了 . 促成 (a) 的 酶 叫 I 型 拓扑 
酶 ,改变 两 条 单 链 之 间 的 交叉 . 促成 (b) 的 酶 叫 工 型 拓扑 酶 , 改 
变 两 条 双 链 之 间 的 交叉 . 促成 (c) 的 酶 叫 重组 酶 ,把 两 个 双 链 都 
切断 后 重 接 时 不 再 交叉 . 如果 把 双 链 DNA 分 子 看 成 细 线 ,那么 
(b) 与 (c) 恰 好 就 是 第 二 章 $ 1 中 所 说 拆 接 关系 式 中 涉及 的 那些 
变换 . 


8$ 2 实验 的 技术 


要 描述 和 理解 酶 的 作用 ,迄今 还 没有 直接 的 观察 方法 (不 论 

是 在 细胞 中 还 是 在 实验 室 中 ). 我 们 只 能 依赖 间接 的 方法 ,比较 

在 酶 作用 前 的 底 物 与 作用 后 的 产物 的 差异 ,来 分 析 推 断 该 酶 所 
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起 的 作用 . 
在 生物 化 学 中 ,确定 DNA 的 碱 基 顺 序 的 实验 技术 已 趋 成 
熟 . 然而 关于 DNA 的 几何 构 形 的 实验 技术 还 比较 局 限 ,主要 是 
下 面 两 种 . 

一 种 是 凝 胶 电泳 . 把 DNA 分 子 置 于 凝 胶 中 ,加 上 电场 , 带 
负电 荷 的 DNA 分 子 就 向 正极 移动 ,移动 的 快慢 取决 于 分 子 的 
重量 和 形状 . 经 过 一 定 的 时 间 后 撤去 电场 ,在 荤 光 染 色 下 就 能 看 
到 许多 谱 带 ,重量 与 形状 相同 的 分 子 聚 集 在 一 起 . 这 种 方法 能 把 
重量 与 形状 的 细微 差别 鉴别 开 来 . (任何 两 个 人 的 DNA 谱 带 结 
构 都 不 一 样 , 这 就 是 通常 说 的 “遗传 指纹 ”对 于 重量 相同 的 
DNA 分 子 而 言 ,形状 越 紧 次 的 在 凝 胶 中 移动 的 阻力 越 小 ,速度 
越 快 . 对 于 环 状 DNA 来 说 ,其 几何 形状 的 松紧 主要 体现 在 它 的 
绞 拧 程度 (参看 上 一 章 § 3 的 图 ). 

另 一 种 是 电子 显微镜 . 日 益 先 进 的 电子 显微镜 , 辅 以 使 
DNA 分 子 庄 上 适当 的 蛋白 质 以 增强 观察 效果 的 技巧 ,目前 已 使 
我 们 能 够 分 清 , 在 双 链 DNA 的 图 像 自 相交 又 处 哪 条 在 上 哪 条 
在 下 . 因而 对 于 环 状 的 双 链 DNA 我 们 已 能 确定 它们 构成 的 纽 
结 与 链 环 . 

这 两 种 技术 结合 使 用 ,使 我 们 能 简便 地 制备 出 几何 形态 相 
近 的 DNA 分 子 ( 取 自 凝 胶 电泳 的 同一 谱 带 ) 作 为 供 酶 实验 用 的 
底 物 ,在 酶 作用 之 后 又 能 快速 地 分 离 出 产物 中 各 种 不 同形 态 的 
成 份 .然后 逐一 在 电镜 下 作 进 一 步 的 鉴定 ， 


8$ 3 生物 化 学 中 的 拓扑 方法 


DNA 分 子 有 一 定 的 柔性 ,在 不 发 生化 学 反应 时 也 可 以 作 连 
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续 变 形 . 天 然 的 DNA 分 子 大 多 是 线 状 的 ,但 是 在 数学 上 ,一 条 
线 如 果 容 许 终端 自由 活动 总 能 变形 成 直线 段 .因此 对 于 线 状 的 
DNA 分 子 来 说 ,很 难 断 定 其 形状 的 哪些 变化 是 由 于 酶 所 促成 的 
化 学 变化 引起 的 . 解决 这 个 问题 的 诀窍 是 ,使 我 们 要 研究 的 酶 去 
作用 在 环 状 的 DNA 分 子 上 . 对 于 环 状 的 双 链 DNA 分 子 来 说 ， 
两 条 主 链 是 几乎 并 行 的 简单 闭 曲 线 , 分 子 的 轴线 也 是 简单 闭 曲 
线 . 于 是 其 两 条 主 链 之 间 的 环绕 数 ,其 轴线 所 形成 的 纽 结 , 几 个 
分 子 的 轴线 所 形成 的 链 环 ,就 都 是 拓扑 不 变量 了 . 在 酶 作用 前 后 
这 些 拓扑 不 变量 所 发 生 的 变化 ,不 可 能 是 由 连续 变形 引起 的 ,而 
一 定 是 酶 所 促成 的 化 学 变化 引起 的 . 

我 们 先 设 法 制备 一 种 环 状 的 DNA 分 子 作为 做 酶 实验 的 底 
物 ,比如 说 是 不 打 结 的 环 状 分 子 , 超 螺旋 度 ( 绞 拧 程度 ) 也 大 致 相 
同 . 然后 把 提纯 的 酶 放 入 ,用 凝 胶 电 泳 和 电子 显微镜 鉴别 出 产物 
中 的 一 系列 纽 结 与 链 环 . (由 于 该 酶 所 促成 的 反应 可 以 在 DNA 
分 子 的 不 同 部 位 反复 进行 ,所 以 产物 不 是 单一 的 . ) 这 就 提出 了 
一 个 数学 问题 :已 知 底 物 及 产物 的 拓扑 性 质 ( 纽 结 ) 与 几何 性 质 
( 超 螺 旋 度 ) ,推断 该 酶 反应 的 机 制 . 回答 这 类 问题 就 离 不 开 纽 结 
理论 . 

最 早 的 成 功 范例 是 1971 年 左右 1 型 和 1 型 拓扑 酶 的 发 现 . 
上 一 章 所 讲 的 怀特 公式 在 这 里 起 了 关键 的 作用 . 

在 不 打 结 的 . 超 螺旋 度 一 致 的 DNA 底 物 中 放 进 某 一 种 酶 ， 
其 产物 在 凝 胶 电 泳 上 旺 现 出 一 系列 间隔 相同 的 谱 带 , 各 条 谱 带 
中 的 DNA 的 磊 基 排列 都 与 原来 的 底 物 一 致 . 怎样 解释 这 个 实 
验 现 象 呢 ? 

环 状 的 双 链 DNA 分 子 ,可 以 看 成 上 一 章 所 说 的 闭 带 形 . 
(是 取 两 条 主 链 作 为 闭 带 形 [K,K'] 的 与 K' ,还 是 把 天 取 成 
两 条 主 链 中 间 的 轴线 ,没有 太 大 差别 . ) 由 于 DNA 双 螺 旋 的 扭 
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转 率 主要 是 由 碱 基 顺 序 确定 的 ,所 以 碱 基 顺 序 相同 的 DNA ,其 
扭转 数 了 ,是 几乎 相等 的 . 怀特 公式 告诉 我 们 ,扭转 数 了 。 与 绞 
拧 数 W, 之 和 ,等 于 两 条 主 链 之 间 的 环绕 数 /&. 然而 环绕 数 是 拓 
扑 不 变量 ,在 连续 变形 下 不 改变 . 所 以 环 状 双 链 DNA 分 子 在 连 
续 变 形 时 ,其 绞 拧 数 WW, 也 是 基本 不 变 的 .各 不 同 谱 带 中 的 产物 
”既然 碱 基 硕 序 与 反应 前 的 底 物 一 样 ,它们 的 扭转 数 T, 也 应 该 
与 前 一 样 ;电泳 中 迁移 速度 的 差别 ,反映 出 绞 拧 数 的 差别 . 再 根 
据 怀特 公式 
l=T,+W,, 

绞 拧 数 的 差别 其 实 反 映 出 环绕 数 的 差别 . 我 们 知道 ,环绕 数 只 能 
取 整 数值 . 这 就 难怪 产物 的 绞 拧 数 不 是 连续 变化 的 而 是 跳跃 的 ， 
在 电泳 中 呈现 出 间隔 相等 的 谱 带 了 . 结论 是 ;产物 的 不 同 谱 带 之 
间 的 差别 ,是 两 条 主 链 之 间 的 环绕 数 不 同 . 而 这 实验 中 的 酶 的 作 
用 ,就 是 使 两 条 主 链 互 相 穿 越 以 改变 它们 之 间 的 环绕 数 . 

根据 这 样 的 原理 ,设计 更 精巧 的 实验 ,生物 化 学 家 已 能 够 测 
定 环 状 双 链 DNA 分 子 的 环绕 数 和 绞 拧 数 . 例如 猴 病 毒 SV40 的 
环 状 DNA 有 5226 个 碱 基 对 ,W, 一 25. 值得 注意 的 是 大 多 数 
天 然 DNA 的 绞 拧 数 都 是 负 的 ,因而 ( 见 上 章 8 3 的 图 ?其 超 螺 旋 
的 样子 像 左旋 的 麻花 . 

对 比 用 不 同 的 酶 反应 后 所 得 的 电泳 谱 带 ,发 现 有 些 酶 相 邻 
谱 带 的 环绕 数 差 额 是 1, 另 一 些 酶 相 邻 谱 带 的 环绕 数 差额 是 2. 
于 是 拓扑 酶 有 ! 型 与 I 型 之 分 . 第 1 型 在 某 一 点 断 开 两 条 主 链 
之 一 ,让 另 一 主 链 从 缺口 中 穿越 ,然后 把 缺口 封 上 . 这 样 的 穿越 
前 后 ,两 主 链 间 的 环绕 数 会 改动 士 1. 第 王 型 则 是 在 某 处 同时 断 
开 两 条 主 链 , 让 DNA 分 子 的 另 一 段 从 缺口 中 穿越 ,然后 把 缺口 
封 上 . 这 时 该 分 子 两 主 链 间 的 环绕 数 就 要 改动 士 2 了 - 

重组 酶 ( 见 8 1 示意 图 (c)) 种 类 繁多 ,对 基因 插入 、 重 组 等 
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生命 现象 起 着 关键 作用 . 
由 于 它们 既 影 响 碱 基 顺 序 
又 影响 空间 构 型 ,作用 更 
加 复杂 ,分 析 也 更 加 困难 ， 
正 是 当前 国际 上 大 力 研究 
的 对 象 . 在 这 本 小 册子 里 ， 
我 们 不 可 能 介绍 了 ,只 好 
请 有 兴趣 的 读者 去 请 教 分 - 
子 生物 学 专家 了 . 可 以 肯 
定 的 是 ,这 种 研究 不 但 要 
用 到 纽 结 理论 的 已 有 成 
果 , 一 定 也 会 提出 新 的 挑战 来 推动 纽 结 理论 本 身 的 继续 发 展 . 

数学 是 不 能 截然 划分 为 纯粹 数学 与 应 用 数学 的 . 纽 结 理论 
在 上 个 世纪 发 端 时 ,本 是 出 于 揭示 化 学 元 素 本 质 的 动机 . 在 本 世 
纪 的 大 部 分 时 间 里 , 它 是 拓扑 学 的 一 部 分 ,被 看 成 纯 理论 的 研 
究 . 现在 , 它 不 仅 成 了 许多 数学 分 支 的 交叉 点 ,又 以 完全 出 乎 前 
人 意料 的 方式 参与 了 揭示 生命 现象 奥秘 的 过 程 . 


。 136°* 


阅 读 材 料 


下 列 材 料 可 供 有 兴趣 的 读者 作 进 一 步 的 阅读 . 选 的 都 是 
介绍 性 的 ,不 是 研究 论文 ,但 是 从 它们 所 列 出 的 参考 文献 就 能 跟 
踪 到 80 年 代 末 的 科学 前 沿 . 我 们 尽量 选中 文 材料 . 

书 [1) 是 介绍 纽 结 理论 的 好 书 , 写 在 琼斯 多 项 式 发 现 之 前 . 
文 [2J 是 介绍 琼斯 多 项 式 的 精采 文章 ,后 半 篇 还 介绍 了 与 别 的 数 
学 分 支 相 联系 的 几 种 途径 ,很 有 启发 性 . 文 [32 是 琼斯 本 人 写 的 
科普 文章 ,回顾 了 他 的 重大 发 现 的 途径 . 文 C4] 以 分 子 生 物 学 家 
为 对 象 介 绍 琼斯 多 项 式 . 

文 C53, [6), [C7], C8) 从 不 同 的 角度 介绍 怀特 公式 及 其 对 
DNA 的 应 用 . 文 C9] 则 比较 全 面 地 介绍 了 拓扑 学 对 于 有 机 化 学 
的 重要 性 . 

书 C10] 是 介绍 拓扑 学 的 引人入胜 的 普及 读物 ,里 面 也 讲 到 
纽 结 . 


[C1JRolfsen,《 纽 结 与 链 环 》( 英 文 ),Publish or Perish 出 版 社 ,伯克利 ， 
1976 ,1990 再 版 . 

[2] Kauffman,《 纽 结 理论 中 的 新 不 变量 》( 英 文 ), Amer. Math. 
Monthly 1988 年 3 月 号 ,195 一 242. 

[3)Jones,《 纽 结 理论 与 统计 力学 (中 译 ),《 科 学 1991 年 3 月 号 . 

[4I]White, Millett ,Cozzarelli,《DNA 链 环 与 纽 结 的 拓扑 学 英文 ),J. 
Mol. Biol. 197(1987) ,585 一 603. 

[5JPohl,《DNA 与 微分 几何 学 》( 中 译 ),《 数 学 译 林 》1981 年 第 2 期， 
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38 一 -49. 

C6JBauer,Crick ,White,《 超 螺旋 DNA》( 中 译 ),《 科 学 六 980 年 11 月 
号 ,62 一 73. 

57JWang《DNA 拓扑 异 梅 酶 3 中 译 ),《 科 学 ?1982 年 11 月 叶 .53… 
64. 

[827White,《4DNA 结构 的 几何 与 折 扑 介绍 兴 英 文 ), 是 书 4DNA 顺序 的 
数学 方法 》(CRC 出 版 社 1989 年 版 ,主编 者 Waterman) 的 第 9 章 ,225 一 - 
253. ， 

[9]Walba,《 拓 扑 立 体 化 学 》( 英 文 ),Tetrahedron 41(1985) ,3161 一 
3212. 

Ci19 包 和 尔 佳 斯 基 . 时 弗 来 莫 维 契 著 . 袭 光明 译 《 拓 扑 学 奇 趣 》, 北 京 大 
学 出 版 社 ,1987. 
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附 表 : 纽 结 与 链 环 及 其 琼斯 多 项 式 


下 面 的 表 列 出 了 不 超过 8 个 交叉 点 的 全 部 素 纽 结 与 素 链 
环 , 以 及 它们 的 琼斯 多 项 式 . 投影 图 旁 的 记号 n; 是 该 纽 结 或 链 
环 的 习惯 名 称 ,n 是 交叉 点 数 ,c 是 分 支 数 (c= 1 时 略 去 ) ,i 是 顺 
序号 . 为 清楚 起 见 ,投影 图 上 的 强 线 都 用 双 线 表示 . 

琼斯 多 项 式 按 下 列 缩写 规则 写 出 , 对 于 方 寒 是 整数 的 多 项 
式 : 下 加 横 线 标 出 常数 项 ,其 右 是 正方 赛 各 项 的 系数 ,其 左 是 负 
方 赛 项 的 系数 . 例如 1 一 3 十 0 一 1 表示 : ' 一 3 一 #. 对 于 方 宕 是 半 
整数 的 多 项 式 : 斜 线 右 方 是 正方 寒 项 的 系数 , 左 方 是 负 方 守 项 . 
例如 2 十 0/ 一 1 表示 24- 主 一 眠 一行 写 不 下 时 下 一 行 接着 写 . 

琼斯 多 项 式 是 有 向 链 环 的 不 变量 ,我 们 应 该 说 明 计 算 时 采 
用 的 走向 . 对 于 纽 结 来 说 ,我 们 在 第 二 章 83 已 指出 ,琼斯 多 项 
式 其 实 与 走向 无 关 . 对 于 不 止 一 个 分 支 的 链 环 ,我 们 采用 下 面 的 
走向 约定 :图 上 最 低 处 由 左 向 右 走 . 确切 地 说 ,对 于 投影 图 中 的 
每 个 分 支 , 在 其 最 低 点 处 ( 当 有 几 个 最 低 点 时 取 最 左边 的 那个 最 
低 点 ) 的 走向 是 由 左 向 右 ， 
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